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Аннотация. В работе рассматривается процесс затвердевания с постоянной скоростью би-
нарной жидкости при наличии двухфазного слоя между чисто твёрдой и жидкой фазами.
Сформулирована нелинейная система уравнений, описывающая данный процесс при нали-
чии конвективно-кондуктивного тепломассопереноса в жидкости. Построено аналитическое
решение нелинейной задачи тепломассопереноса в параметрическом виде при наличии
двух подвижных границ фазового превращения и учёте конвекции в жидкой фазе. Опре-
делены распределения температуры, концентрации растворённой примеси, доли твёрдой
фазы, скорость движения двухфазного слоя и его протяжённость в зависимости от тем-
пературных/концентрационных градиентов и материальных параметров затвердевающего
вещества. На основе построенного аналитического решения определены проницаемость
двухфазного слоя и среднее междендритное расстояние в нём. Найденные решения демон-
стрируют, что учёт конвекции приводит к уменьшению скорости процесса затвердевания.
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Abstract. Background and Objectives: This paper deals with the process of solidification of a binary liquid at a constant rate in the presence of
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Введение
Процессы направленного затвердевания в за-

данном тепловом и/или концентрационном поле
определяют микроструктуру твёрдых материалов
и описываются математической моделью Стефа-
на с подвижной границей фазового превращения
в переохлаждённых однокомпонентных и бинар-
ных расплавах, а также растворах [1–6]. При
этом координата и скорость движения межфаз-
ной границы заранее не известны и определяются
из решения задачи, а на межфазной границе
задаётся температура (в общем случае завися-
щая от её кривизны, концентрации растворённой
примеси и кинетики присоединения атомов) и теп-
ловой/массовый баланс, зависящий от скорости
процесса затвердевания [6, 7]. Отметим, что точ-
ное решение нестационарной задачи Стефана

не известно в силу смещения межфазной границы.
Важно, что реальный процесс затвердевания свя-
зан с эффектом вытеснения примеси межфазной
границей вглубь жидкости. Поэтому перед гра-
ницей фазового перехода происходит накопление
растворённой примеси и, как следствие, возникает
концентрационный градиент. Когда концентраци-
онный градиент, умноженный на коэффициент
наклона ликвидус становится больше температур-
ного градиента, то перед фронтом затвердевания
возникает область концентрационного (конститу-
ционного) переохлаждения [7, 8].

Морфологические выступы межфазной гра-
ницы, оказавшиеся в этой области, получают пре-
имущество роста в охлаждённый расплав. Кроме
этого, в области концентрационного переохлажде-
ния может происходить нуклеация и объёмный
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рост твёрдого вещества. В результате, переохла-
ждённая область становится заполненной твёрдой
и жидкой фазами одновременно, а рост твёрдо-
го вещества сопровождается выделением скрытой
теплоты кристаллизации. Эта скрытая теплота
частично/полностью компенсирует концентраци-
онное переохлаждение [9–12]. В случае частичной
компенсации, происходит затвердевание с нерав-
новесной двухфазной областью, с возможностью
нуклеации и роста частиц новой фазы перед
затвердевшим материалом [13, 14]. В случае пол-
ной компенсации концентрационного переохла-
ждения имеет место квазиравновесное затвердева-
ние [9–12].

Ранее было найдено точное аналитическое
решение, описывающее процесс затвердевания
с постоянной скоростью вдоль выделенного про-
странственного направления в квазиравновесном
случае с кондуктивными условиями на границе
«двухфазная область – жидкость» [15–17]. От-
метим, что процесс затвердевания с постоянной
скоростью реализуется при фиксированных тем-
пературных градиентах в твёрдой и жидкой фазах
вблизи фронта затвердевания или двухфазной
области (например, при вытягивании кристалла
из расплава методом Чохральского).

В данной работе мы расширяем постанов-
ку задачи на учёт слабой конвекции в жидко-
сти, которая приводит к конвективно-кондуктив-
ным граничным условиям на межфазной границе
[18, 19], и находим точное аналитическое решение
конвективно-кондуктивной задачи, имеющее пре-
дельный переход к ранее полученным решениям
без учёта конвекции [15–17].

1. Постановка задачи

Рассмотрим процесс направленного затвер-
девания бинарного расплава с постоянной ско-
ростью vs вдоль пространственной координаты
x, вызванный фиксированными температурными
градиентами ∂Ts

∂x = gs и ∂Tl
∂x = gl (Ts и Tl темпера-

тура в твёрдой и жидкой фазах соответственно).
Процесс считаем установившимися и разделён-
ным на три части:
1) регион x < vst заполнен только твёрдым мате-

риалом;
2) регион vst < x < vst + δ заполнен твёрдым

и жидким материалом,
3) регион x > vst + δ заполнен только жидким

материалом (t – временная переменная, δ –
толщина двухфазного слоя). Перенос тепла
и растворённой примеси в двухфазном слое

описывается уравнениями теплопроводности
и диффузии примеси:

∂
∂x

(
k(ϕ)

∂T
∂x

)
+Lv

∂ϕ
∂t

= 0, vst < x < vst +δ, (1)

∂
∂t

[(1−ϕ)C] =
∂
∂x

(
D(ϕ)

∂C
∂x

)
− keC

∂ϕ
∂t

,

vst < x < vst +δ,
(2)

где T , C и ϕ – температура, концентрация при-
меси и доля твёрдой фазы в двухфазном регионе
соответственно, Lv – коэффициент скрытой теп-
лоты, выделяющейся при фазовом превращении,
ke – равновесный коэффициент распределения
примеси.

Коэффициенты теплопроводности k(ϕ) и диф-
фузии примеси D(ϕ) в двухфазном слое зависят
от доли твёрдой фазы ϕ и определяются по извест-
ному правилу смесей [6, 20] (диффузией примеси
в твёрдой фазе пренебрегаем):

k(ϕ) = ksϕ+ kl(1−ϕ), D(ϕ) = Dl(1−ϕ), (3)

где ks и kl – коэффициенты теплопроводности
в твёрдой и жидкой фазах, а Dl – коэффициент
диффузии примеси в жидкости.

Температура и концентрация примеси в двух-
фазной области связаны соотношением, опреде-
ляемым фазовой диаграммой бинарной системы
(для простоты считаем эту зависимость линейной
с коэффициентом me наклона линии ликвидус):

T = T0−meC, vst < x < vst +δ, (4)

где T0 – температура фазового превращения чисто-
го расплава.

Граничные условия на межфазной поверх-
ности «твёрдый материал – двухфазный слой»
имеют вид теплового и массового балансов:

ksgs − k (ϕ∗)
∂T
∂x

= Lv (1−ϕ∗)vs, x = vst, (5)

(1− ke)(1−ϕ∗)Cvs +D(ϕ∗)
∂C
∂x

= 0, x = vst, (6)

где ϕ∗ – значение доли твёрдой фазы на границе
x = vst (определяется из решения задачи).

Граничные условия на межфазной поверхно-
сти «двухфазный слой – жидкость» также имеют
вид балансов тепла и массы [21]:

k(0)
∂T
∂x

= klgl +αT ρlclv∗ (T∞ −Tδ) , x = vst +δ,
(7)

D(0)
∂C
∂x

= DlgC +αCv∗ (C∞ −Cδ) , x = vst+δ, (8)

где αT и αC – коэффициенты конвективного тепло-
и массообмена соответственно; ρl – плотность,
cl – удельная теплоёмкость жидкой фазы; v∗ –
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скорость трения на границе x = vst + δ; Tδ – тем-
пература и Cδ – концентрация примеси на этой
границе; gC = −gl

me
– градиент концентрации приме-

си на границе x = vst +δ; T∞ – температура и C∞ –
концентрация примеси в жидкости вдали от обла-
сти фазового превращения. Отметим, что первые
слагаемые в правых частях (7) и (8) представля-
ют собой кондуктивные вклады в потоки тепла
и массы, а вторые слагаемые в правых частях этих
выражений – конвективные вклады в эти потоки.

2. Решение задачи в параметрическом виде

Для удобства решения задачи будем исполь-
зовать безразмерные переменные:

x̃ =
vs

Dl
(x−vst) , C̃ =

C
C∞

, P =
ksmeC∞

LvDl
,

k̃(ϕ) =
k(ϕ)
ks

, D̃(ϕ) =
D(ϕ)

Dl
,

(9)

k̃1 =
kl

ks
, g̃l =

glDl

meC∞vs
, T∗ =

Lvvs

αT ρlclv∗
, δ̃ =

vs

Dl
δ,

(10)
где знак тильда означает безразмерную величину.

Подставляя температуру T из уравнения (4)
для линии ликвидус в уравнение теплопровод-
ности (1) и интегрируя (1) с учётом граничных
условий (5) и (7), найдем скорость процесса за-
твердевания vs и концентрационный градиент
в двухфазном слое:

vs =
ksgs − klgl −αT ρlclv∗(T∞ −Tδ)

Lv
, (11)

dC̃
dx̃

=−
ϕ+Pg̃l k̃1+

(T∞−Tδ)
T∗

Pk̃(ϕ)
= b(ϕ), (12)

где Tδ = T0 − meCδ – температура на межфазной
границе «двухфазный слой – жидкость». Отметим,
что в отсутствие конвекции (v∗ = 0) выражения
(11) и (12) переходят в ранее найденные решения
для чисто кондуктиввного механизма тепломас-
сопереноса [15, 16]. Из (11) видно, что эффект
конвекции проявляется в уменьшении скорости
затвердевания vs, поскольку T∞ > Tδ. Это вы-
звано тем обстоятельством, что результирующий
тепловой поток в случае кондуктивно-конвектив-
ного теплопереноса имеет две составляющие klgl

(кондуктивную) и αT ρlclv∗(T∞ − Tδ) (конвектив-
ную) и увеличивается по сравнению с чисто
кондуктивным случаем. Поэтому разность тепло-
вых потоков, идущих в твёрдую и жидкую фазы
на фронте затвердевания (числитель выражения
(11)), уменьшается.

Перепишем теперь уравнение (2) диффузии
примеси в двухфазном слое в безразмерных пере-
менных (9) и (10):

d
dx̃

[
(1−ϕ)C̃+ D̃(ϕ)

dC̃
dx̃

]
+ keC̃

dϕ
dx̃

= 0, 0< x̃ < δ̃.

(13)
Подставляя теперь сюда выражение для dC̃

dx̃
(12), преобразуем уравнение (13) к виду:

d
dϕ

[
(1−ϕ)C̃−M(ϕ)

ϕ+Pg̃l k̃1+
(T∞−Tδ)

T∗

P

]
+

+keC̃ = 0, 0< x̃ < δ̃,

(14)

где M(ϕ) = D̃(ϕ)
k̃(ϕ)

. Уравнение (14) показывет, что
концентрация примеси в двухфазном слое зависит
только от доли твёрдой фазы ϕ.

Интегрируя уравнение (14) с учётом гранич-
ных условий (6) и (8), получаем концентрацию
примеси:

C̃(ϕ) = (1−ϕ)ke−1
(

C̃δ + I(ϕ)
)
,

0< x̃ < δ̃, 0< ϕ < ϕ∗,
(15)

где

I(ϕ) = P−1
∫ ϕ

0
(1−φ)−ke

[
M(φ)+

+

(
φ+Pg̃l k̃1+

T∞ −Tδ

T∗

)
dM
dφ

]
dφ,

C̃δ =
T0−Tδ

meC∞
.

Уравнение (15) позволяет записать следую-
щее соотношение между производными:

dx̃
dϕ

=

dC̃
dϕ
dC̃
dx̃

= ν̃(ϕ), (16)

где dC̃
dϕ и dC̃

dx̃ зависят только от ϕ и определяются
выражениями (15) и (12).

Интегрируя уравнение (16), находим зависи-
мость безразмерной координаты от доли твёрдой
фазы и безразмерную толщину двухфазного слоя:

x̃(ϕ) = δ̃+
∫ ϕ

0
ν̃(φ)dφ, δ̃ =−

∫ ϕ∗

0
ν̃(φ)dφ, (17)

где ϕ= ϕ∗ при x̃= 0 и ϕ= 0 при x̃= δ̃. Отметим, что
обратная функция к функции x̃(ϕ) определяет рас-
пределение доли твёрдой фазы в двухфазном слое.

Граничные значения ϕ∗ и C̃δ находятся
из условий (6) и (8) и определяются уравнениями:

D̃(ϕ∗)b(ϕ∗)+(1− ke)(1−ϕ∗)C̃ (ϕ∗) = 0, (18)
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DlgC +αCv∗C∞

(
1−C̃δ

)
−b(0)C∞vs = 0. (19)

Найденное решение позволяет переписать
выражения для скорости затвердевания и гранич-
ного значения концентрации примеси:

vs =
ksgs − klgl

Lv
+

αT ρlclv∗(T∞ −T0+meC∞)

Lv(pmeC∞ −1)
,

(20)

C̃δ =
1+ p(T∞ −T0)
1− pmeC∞

, p =
ρlclα̃
Pk̃1Lv

, α̃ =
αT

αC
. (21)

Подставляя выражение для концентрации
примеси (15) в уравнение (4), определяем темпе-
ратуру в двухфазном слое в зависимости от доли
твёрдой фазы:

T (ϕ)= T0−meC∞C̃(ϕ), 0< x̃< δ̃, 0< ϕ< ϕ∗. (22)

Найденное решение задачи позволяет опре-
делить микроструктурные параметры материала –
проницаемость Π(ϕ) двухфазного слоя и среднее
междендритное расстояние λ1 в виде [7, 22–25]:

Π(ϕ) = Π0(1−ϕ)3, λ1 =

(
2πsDl |ν̃(ϕ∗)|

wvs

) 1
2

, (23)

где w = 1 и w = 0.86 для кубической и гексаго-
нальной сингоний кристаллов, а s – характерный
диаметр вершин дендритных кристаллов в двух-
фазном слое, определяемый критерием отбора
их устойчивой моды роста [7]

2d0κl

s2vs
= σ∗ (s,vs,v∗) , ϕ = ϕ∗, (24)

где d0 – капиллярная константа, κl =
kl

(ρlcl)
– коэф-

фициент температуропроводности, а σ∗ – функция
s, vs и v∗, приведенная в работе [7]. Критерий от-
бора (24) устойчивого роста дендритов является
нелинейным уравнением для определения диамет-
ра вершины дендрита s как функции от скорости
затвердевания vs и скорости трения v∗. Подставляя
s(vs,v∗) в (23), получаем междендритное рассто-
яние, как функцию от скорости затвердевания
и скорости трения: λ1 = λ1(vs,v∗).

Таким образом, выражения (15)–(23) дают
точное аналитическое решение задачи в пара-
метрической форме (параметром является доля
твёрдой фазы ϕ).

3. Поведение основных зависимостей

Аналитические решения (15)–(23) графиче-
ски представлены на рис. 1 и 2 для железо-
никелевого расплава при различных значениях
скорости трения v∗, которая определяет интен-
сивность конвективных составляющих теплового
и концентрационного потоков у границы двух-
фазного слоя. Физические параметры материалы
приведены в таблице на основе данных [15–17].

Как видно из рис. 1, a, концентрация при-
меси на границе с твёрдым материалом C̃(ϕ∗) –
самая высокая вследствие вытеснения примеси
в жидкость (на границе с жидкой фазой, где ϕ =
= 0, она определяется первой формулой (21)).
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Рис. 1. Концентрация примеси C̃ (15) в двухфазном слое в зависимости от доли твёрдого материала ϕ (a). Доля твёрдого
материала ϕ в двухфазном слое в зависимости от безразмерной координаты x̃, согласно первой формуле (17) (б). Кривые

1 и 2 соответствуют различным значениям скорости трения: 1 – v∗ = 0.22 ·10−3 м·с−1, 2 – v∗ = 0.24 ·10−3 м·с−1

Fig. 1. Concentration of impurity C̃ in the two-phase layer as a function of the fraction of solid material ϕ (15) (a). Fraction of
solid material ϕ in the two-phase layer as a function of the dimensionless coordinate x̃, according to the first formula (17) (b).
The curves 1 and 2 correspond to different values of friction velocity: 1 – v∗ = 0.22 ·10−3 m·s−1, 2 – v∗ = 0.24 ·10−3 m·s−1
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Физические параметры материалов [15–17]
Physical parameters of materials [15–17]

Параметр / Parameter Материал / Material
Значение параметра / Parameter value

Fe–Ni Sn–5 мас.% Pb /
Sn–5wt.% Pb

Sn–2.5 мас.% Pb /
Sn–2.5wt.% Pb

T0, °C 1529.5 505 505
Lv, Дж·м−3 / J·m−3 1.583 ·1010 4.425 ·108 4.425 ·108

ρl , кг·м−3 / kg·m−3 7 ·103 7183 7092
cl , Дж·кг−1 · ◦C−1 /

J·kg−1 · ◦C−1
426.36 253 256

Dl , м2·с−1 / m2·s−1 5 ·10−9 4.5 ·10−9 4.5 ·10−9

ks, Дж·м−1·с−1 · ◦C−1 /
J·m−1·s−1 · ◦C−1

73.986 65 66

kl , Дж·м−1·с−1 · ◦C−1 /
J·m−1·s−1 · ◦C−1

41.8 33 33

ke 0.68 0.0656 0.0656
me, °C·мас.%−1 / °C·wt.%−1 2.65 2.2 2.2

gs, °C·м−1 / °C·m−1 103 90 90
gl , °C·м−1 / °C·m−1 102 20 20

T∞, °C 1700 750 750
C∞, мас.% / wt.% 0.3 5 2.5

αT 0.097 0.03 0.03
α̃ 35 70 70

При этом увеличение скорости трения v∗ приво-
дит к более низкой концентрации в двухфазном
слое. Из рис. 1, б видно, что толщина δ̃ самого
слоя и содержание твёрдой фазы ϕ в нём при этом
уменьшаются. Также отметим, что проницаемость

Π двухфазного слоя увеличивается с ростом v∗, со-
гласно первой формуле (23).

Из рис. 2, a и 2, б следует, что толщина δ̃
двухфазного слоя и характерное междендритное
расстояние λ1 немонотонно зависят от темпера-
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Рис. 2. Толщина δ двухфазного слоя в зависимости от градиента температуры gs в твёрдой фазе, согласно второй форму-
ле (17) (a). Характерное междендритное расстояние λ1 в двухфазном слое в зависимости от градиента температуры gs
в твёрдой фазе, согласно второй формуле (23) (б). Кривые 1 и 2 соответствуют различным значениям скорости трения:

1 – v∗ = 0.22 ·10−3 м·с−1, 2 – v∗ = 0.24 ·10−3 м·с−1

Fig. 2. Thickness δ of the two-phase layer as a function of the temperature gradient gs in the solid phase, according to the second
formula (17) (a). Characteristic dendritic distance λ1 in the two-phase layer as a function of the temperature gradient gs in the
solid phase, according to the second formula (23) (b). The curves 1 and 2 correspond to different values of friction velocity: 1 –

v∗ = 0.22 ·10−3 m·s−1, 2 – v∗ = 0.24 ·10−3 m·s−1

Теоретическая и математическая физика 271



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Физика. 2026. Т. 26, вып. 3

турного градиента gs в твёрдом материале. При
этом с увеличением скорости трения уменьшается
λ1, что соответствует более узкому двухфазно-
му слою.

На рис. 3 представлена зависимость межденд-
ритного расстояния от скорости кристаллизации
в соответствии со второй формулой (23).
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Рис. 3. Среднее междендритное расстояние λ1 в зависи-
мости от скорости кристаллизации vs, согласно теорети-
ческой формуле (23): 1 – линия для Sn – 5 мас.% Pb
(C∞ = 5 мас%), 2 – линия для Sn – 2.5 мас.% Pb
(C∞ = 2.5 мас.%) (сравнивается с экспериментальными
данными для расплавов Sn – Pb [26]). Скорость трения:

v∗ = 0.7 ·10−3 м·с−1

Fig. 3 Average dendritic depending λ1 depends on the
crystallization rate vs, according to (23): 1 – line for Sn –
5wt%Pb (C∞ = 5 wt.%), 2 – green line for Sn–2.5wt% Pb
(C∞ = 2.5wt.%). It is compared with experimental data for Sn –

Pb melts [26]. Friction velocity: v∗ = 0.7 ·10−3 m·s−1

На графике представлены два эксперимента
с бинарными расплавами. Отметим, что с ростом
скорости затвердевания междендритное рассто-
яние уменьшается. Экспериментальные данные,
отмеченные квадратами, отвечают расплаву Sn –
5 мас.% Pb, а отмеченные кругами – расплаву Sn –
2.5 мас.% Pb. Все кривые лежат в рамках экс-
периментальных данных и согласуются с учетом
погрешности эксперимента.

Заключение
В настоящей работе сформулирована нели-

нейная системы уравнений и граничных условий,
описывающая процесс тепломассопереноса при
затвердевании бинарной жидкости с двухфазным
слоем с учётом конвекции в жидкости. Уравнения
тепломассопереноса в двухфазном слое учитыва-
ют, что распространение тепла происходит, как
по твёрдой фазе с долей ϕ, так и по жидкой фа-
зе с долей 1− ϕ, а диффузия примеси происходит

лишь по жидкости. Это учитывается зависящими
от ϕ коэффициентами теплопроводности и диф-
фузии примеси (диффузией примеси по твёрдому
материалу традиционно пренебрегается). Модель
учитывает, что температура и концентрация при-
меси в двухфазном слое фазового превращения
связаны материальным уравнением ликвидуса,
определяемым фазовой диаграммой бинарной
жидкости. Процесс направленного затвердевания
рассматривается в установившемся режиме при
заданных температурных/концентрационных гра-
диентах в чисто твёрдой и жидкой фазах. С учётом
этого обстоятельства сформулированы гранич-
ные условия на межфазных границах «твёрдый
материал – двухфазный слой» и «двухфазный
слой – жидкость». Граничные условия учитыва-
ют, что жидкая фаза может находиться в усло-
виях конвекции, что приводит к кондуктивной
и конвективной составляющим теплового и мас-
сового потоков. Для удобства решения задачи
введены безразмерные переменные и параметры.
Построено аналитическое решение сформулиро-
ванной нелинейной задачи в параметрическом
виде (параметром является доля твёрдой фазы ϕ
в двухфазном слое). Найдены температура, кон-
центрация растворённой примеси и координата
в зависимости от ϕ; определены скорость процесса
затвердевания и протяжённость двухфазного слоя
в зависимости от операционных и материальных
параметров системы.

В будущем представляется важным расши-
рить рассматриваемую модель на случай нестаци-
онарного процесса направленного затвердевания
бинарной системы в условиях кондуктивно-кон-
вективного тепломассопереноса в жидкости (на-
пример, в условиях затвердевания от охлаждаемой
стенки [6]).
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