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Аннотация. В работе представлена новая двумерная модель нейрона, описывающая переход от состояния покоя к режиму регулярной
спайковой активности. Предложенная система уравнений включает одну быструю и одну медленную переменную и позволяет в еди-
ном параметрическом пространстве воспроизвести четыре ключевых сценария возбуждения, известных в теории динамических систем.
Проведён аналитический и численный бифуркационный анализ поведения системы. Показано, что при изменении параметров система
реализует бифуркацию Андронова–Хопфа, бифуркацию инвариантной кривой седло-узла, гомоклиническую бифуркацию и бифурка-
цию двукратного предельного цикла. Каждый из сценариев сопровождается изменением топологии фазовых траекторий и характером
перехода от стационарного состояния к устойчивому предельному циклу, что определяет различные типы нейронного возбуждения.
Для каждого механизма перехода приведены фазовые портреты и временные реализации, демонстрирующие динамику переменных
модели вблизи критических значений параметров.
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Abstract. Background andObjectives:Understanding themechanisms underlying the generation of spike activity in neurons is a central problem
ofmodern theoretical neuroscience. Neurons encode and transmit information through short electrical impulses, and transitions from the resting
state to periodic spiking are governed by distinct bifurcationmechanisms. Although several mathematical neuronmodels have been developed –
such as theHodgkin-Huxley, FitzHugh-Nagumo,Morris-Lecar, and Izhikevichmodels –most of them reproduce only a limited subset of bifurcation
scenarios or are too complex for detailed qualitative analysis. The object of this study is a novel two-dimensional neuron model that, despite its
minimal form, reproduces all four classical scenarios of transition from rest to spiking activity known in the theory of dynamical systems. The
purpose of this work is to identify and describe thesemechanisms analytically and numerically, and to demonstrate the correspondence between
themodel’s phase-space structures anddistinct types of neuronal excitability.Materials andMethods: Themodel is formulated as a systemof two
coupled nonlinear differential equations with one fast and one slow variable. Analytical investigation of equilibrium states and their stability was
performed by examining the Jacobianmatrix. The bifurcation structure was explored using continuationmethods and parametric analysis on the
(b, k) plane, revealing the boundaries of qualitative transitions between dynamical regimes. Numerical integration of the systemandphase-plane
visualization were conducted to confirm the theoretical predictions and illustrate the phase portraits, trajectories, and time series corresponding
to each scenario. Results: The analysis has revealed four distinct bifurcation mechanisms responsible for the onset of spiking activity: (1) the
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Andronov-Hopf bifurcation, where a stable equilibrium loses stability and a small-amplitude limit cycle emerges; (2) the saddle-node on invariant
circle (SNIC) bifurcation, characterized by the merging of a saddle and a node on a closed trajectory leading to low-frequency oscillations; (3) the
homoclinic bifurcation, associated with the reconnection of a saddle separatrix and the generation of large-period oscillations; and (4) the fold
bifurcation of two limit cycles, in which a stable and an unstable cycle collide and disappear. Each mechanism corresponds to a specific type
of neuronal excitability, determining the threshold and the temporal structure of spike generation. The constructed bifurcation diagram in the
parameter plane clearly separates the domains corresponding to steady, periodic, and bistable dynamics. Conclusion: The proposed minimal
neuronmodel successfully unifies four key bifurcation scenarios within a single framework, combining analytical tractability with rich dynamical
behavior. Such universality makes it a convenient tool for studying transitions between quiescent and oscillatory activity, as well as for modeling
hybrid networks of neurons with diverse excitability types. The results contribute to the theoretical understanding of neuronal dynamics and can
serve as a foundation for the development of reducedmodels of biological neurons and for the analysis of collective activity in neural ensembles.
Keywords: neuron model, bifurcation analysis, spiking activity, limit cycle, Andronov–Hopf bifurcation, fold of two limit cycles, homoclinic
bifurcation, saddle-node on invariant circle bifurcation
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Введение

Нейронные сети головного мозга отвечают
за выполнение сложных когнитивных функций,
таких как восприятие и принятие решений [1, 2].
Основным способом передачи информациимеж-
ду нейронами являются короткие электрические
импульсы (спайки) [3], поэтому понимание ме-
ханизмов перехода одиночного нейрона в режим
регулярной спайковой активности имеет фун-
даментальное значение для нейрофизиологии
и моделей искусственных сетей [4].

Существует множество математических мо-
делей нейронной активности, однако большин-
ство из них либо избыточно сложны для деталь-
ного бифуркационного анализа, либо воспроиз-
водят лишь ограниченный набор динамических
режимов. В связи с этим актуальна разработка
упрощённыхмоделей, доступных для качествен-
ного исследования, но при этом способных
отражать основные сценарии бифуркационных
переходов [5, 6].

Так, модель Ходжкина–Хаксли [7] вклю-
чает четыре нелинейных уравнения и восемь
параметров, обеспечивая детальное воспроизве-
дение ионных токов, но затрудняя качествен-
ный анализ. Упрощённая модель Фитцхью–
Нагумо [8], модель Морриса–Лекара [9] и мо-
дель Ижикевича [10] состоят из двух уравнений
и демонстрируют лишь некоторые бифуркации,
ограничивая спектр возможных переходов. Это
определяет необходимость ещё более минима-
листичного формата, способного охватить все
четыре ключевых механизма перехода к спайко-
вой активности.

В настоящей работе предложена двумерная
модель с одной быстрой и одной медленной

переменными, позволяющая воспроизвести че-
тыре характерных сценария перехода от режима
покоя к спайковой активности – в фазовом
пространстве рассматриваемой системы рожда-
ется устойчивый предельный цикл: бифуркацию
Андронова–Хопфа, бифуркацию инвариантной
кривой седло-узла, гомоклиническую бифурка-
цию и бифуркацию двукратного предельного
цикла. В работе определены и описаны эти сце-
нарии с помощью аналитических и численных
методов, а также проиллюстрированыфазовыми
портретами и временными реализациями.

1. Математическая модель

1.1. Уравнения модели

Предлагается двумерная модель нейрона
с «быстрой» переменной x и «медленной» пере-
менной y: {

µ ẋ =−2e−x + e−2x + y,

ẏ =−x+ k y+b,
(1)

где x – быстрое динамическое состояние (аналог
мембранного потенциала); y – медленная пере-
менная восстановления;µ> 0 – малый параметр,
задающий разделение временных шкал (µ≪ 1);
k, b – бифуркационные параметры.

Функциональная форма нелинейности
в уравнении (1) выбрана так, чтобы обеспечить
наличие нескольких критических точек и вы-
разительные бифуркационные переходы при
изменении параметров b и k. Экспоненциальные
члены e−x и e−2x моделируют быстрое «выключе-
ние» мембранных токов при больших значениях
x, а линейная зависимость от y добавляет мед-
ленный восстановительный компонент. Такая
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комбинированная структура позволяет системе
демонстрировать широкий набор динамических
режимов при минимальном числе параметров
и фазовых переменных.

Во всех численных расчётах модели при-
нималось µ = 0.01, что обеспечивает чёткое
разделение временных масштабов.

1.2. Расположение изоклин
При фиксированном малом значении пара-

метраµ проводится детальный анализ состояний
равновесия и предельных циклов в зависимо-
сти от параметров b и k. Устойчивые состо-
яния равновесия соответствуют режиму покоя
нейрона, а устойчивые предельные циклы со-
ответствуют режиму периодической спайковой
активности. Особое внимание в работе уделено
изучению бифуркаций, приводящих к возник-
новению устойчивых предельных циклов. Для
наглядной классификации характера стационар-

ных точек системы при различных параметрах b
и фиксированном k используются следующие
графические обозначения: устойчивые состоя-
ния равновесия (устойчивые узлы или фокусы) –
чёрный круг ; неустойчивые состояния равно-
весия (неустойчивые узлы или фокусы) – белый
круг с чёрным контуром; седло-узловые точ-
ки – круг наполовину чёрный, наполовину белый
; седловые точки – круг с крестиком внутри.
На рис. 1 представлены графики изоклин

системы (1) и указаны состояния равновесия
для положительного угла наклона прямой – изо-
клины вертикальных наклонов векторного поля
системы (1) для различных значений параметра
b. В зависимости от значения b имеет место раз-
личное количество и тип состояний равновесия.
Значения b выбраны так, что для каждой пары
(b, k) реализуется своя, отличная от других, то-
пология поведения фазовых траекторий.

Рис. 1. Графики изоклин вертикальных наклонов при k = 2 (цвет онлайн)
Fig. 1. Plots of vertical-slope isoclines for k = 2 (color online)
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Для k = 2 и различных выделенных зна-
чений b число и типы стационарных решений
системы (1) следующие:

при b =−2.3 состояний равновесия нет;
при b = −2.05 – два состояния равновесия

(седло и устойчивый фокус);
при b = −1.8 – два состояния равновесия

(седло и неустойчивый фокус);
при b = 2.5 – два состояния равновесия (сед-

ло и неустойчивый фокус), автоколебания.
Из приведенного перечисления видно, что

в зависимости от значения параметра b воз-
можна существенная эволюция динамики си-
стемы (1). Сделаем детальный анализ происхо-
дящих в рассматриваемой системе перестроек
фазового портрета.

2. Бифуркационный анализ

2.1. Бифуркационная диаграмма

Бифуркационная диаграмма системы на
плоскости параметров (b, k) дана рис. 2. Типы
областей бифуркационной диаграммы охарак-
теризованы в табл. 1. Области и их границы
обозначены символами Gi и li соответственно
(i = 1, 2, . . ., 10).

2.1. Бифуркационные кривые

В табл. 2 перечислены все бифуркационные
кривые li, разделяющие области Gi на плоскости

параметров (b, k), и указаны их типы. Эти кри-
вые соответствуют переходам между разными
режимами возбудимой и спайковой активности
в модели.

3. Сценарии перехода к спайковой активности

В этом разделе даются обобщенные характе-
ристики каждого сценария возникновения пери-
одической спайковой активности, представлены
фазовые портреты в двух состояниях (до и по-
сле бифуркации) и соответствующие временные
реализации. Представленный далее анализ поз-
воляет выделить отличительные особенности
и общие черты суперкритической и субкритиче-
ской бифуркаций Андронова–Хопфа, бифурка-
ции инвариантной кривой седло-узла, гомокли-
нической бифуркации и бифуркации двукратно-
го предельного цикла.

3.1. Бифуркация Андронова–Хопфа

Суперкритическая бифуркация Андро-
нова–Хопфа. Суперкритическая бифуркация
Андронова–Хопфа в предложенной модели
проявляется при плавном изменении парамет-
ра b. Теоретически этот переход происходит
при пересечении парой комплексно-сопряжён-
ных собственных значений мнимой оси; знак
первого коэффициента Ляпунова определяет
критичность: l1 < 0 – суперкритическая, l1 > 0 –
субкритическая. Вблизи стационарной точки

Рис. 2. Бифуркационная диаграмма на плоскости параметров (b, k) (цвет онлайн)
Fig. 2. Bifurcation diagram on the (b, k) parameter plane (color online)
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Таблица 1 / Table 1
Типы областей Gi на бифуркационной диаграмме

Types of dynamics in different regions Gi

№ п/п /
No.

Количество состояний
равновесия (СР) /
Number of equilibria

Тип СР / Type of equilibria Предельный цикл
(ПЦ) /

Limit cycle (LC)
1 1 Устойчивый узел/фокус /

Stable node/focus
Нет / None

2 0 Нет / None Нет / None
3 2 Устойчивый узел/фокус / Stable node/focus

Седло / Saddle
Нет / None

4 2 Неустойчивый узел/фокус / Unstable node/focus
Седло / Saddle

Нет / None

5 2 Неустойчивый узел/фокус / Unstable node/focus
Седло / Saddle

Устойчивый ПЦ /
Stable LC

6 1 Неустойчивый узел/фокус / Unstable node/focus Устойчивый ПЦ /
Stable LC

7 1 Устойчивый узел/фокус/
Stable node/focus

Устойчивый
и неустойчивый ПЦ /
Stable and unstable LC

8 1 Устойчивый узел/фокус/
Stable node/focus

Нет / None

9 3 Устойчивый узел/фокус / Stable node/focus
Устойчивый узел/фокус/Stable node/focus
Седло / Saddle

Неустойчивый ПЦ /
Unstable LC

10 3 Неустойчивый узел/фокус / Unstable node/focus
Устойчивый узел/фокус / Stable node/focus
Седло / Saddle

Нет / None

Таблица 2 / Table 2
Классификация бифуркационных кривых li

Classification of bifurcation curves li

№ кривой /
No. of curve

Тип бифуркации / Bifurcation type

l1 Седло-узловая / Saddle-node
l2 Суперкритическая бифуркация Андронова–Хопфа / Supercritical Andronov–Hopf bifurcation
l3 Гомоклиническая / Homoclinic bifurcation
l4 Субкритическая бифуркация Андронова–Хопфа / Subcritical Andronov–Hopf bifurcation
l5 Бифуркация двукратного предельного цикла / Double limit-cycle bifurcation (fold of limit cycles)
l6 Седло-узловая / Saddle-node
l7 Бифуркация инвариантной кривой седло-узла / Saddle-node on invariant circle

малые амплитуды возникающего предельного
цикла пропорциональны квадратному корню от-
клонения параметра от критического значения,
что обеспечивает мягкий, непрерывный старт
колебаний. Рассмотрим состояния равновесия
предложенной системы (1).

Состояния равновесия имеют координаты:

{
−x∗+ k

(
2e−x∗ − e−2x∗

)
+b = 0

y∗ = 2e−x∗ − e−2x∗
.

Якобиан системы:

J =

 1
µ

(
2e−x∗ −2e−2x∗) 1

µ

−1 k

 . (2)

Обозначим:

a(x∗) =
1
µ

(
2e−x∗ −2e−2x∗) .
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а/а б/b в/c

г/d д/e е/f

Рис. 3. Динамика нейрона при суперкритической бифуркации Андронова–Хопфа: а, г – фазовый портрет и временная
реализация до бифуркации, аттрактор – устойчивый фокус; б, д – фазовый портрет и временная реализация в точке
бифуркации; в, е – фазовый портрет и временная реализация после бифуркации, аттрактор – устойчивый предельный

цикл (цвет онлайн)
Fig. 3. Dynamics of the neuron under a supercritical Andronov–Hopf bifurcation: a, d – phase portrait and time series before
the bifurcation; attractor – stable focus; b, e – phase portrait and time series at the bifurcation point; c, f – phase portrait and

time series after the bifurcation; attractor – stable limit cycle (color online)

Условия бифуркации Андронова–Хопфа:

tr(J) = a(x∗)+ k = 0⇒ k (x∗) =−a(x∗) =

=− 1
µ

(
2e−x∗ −2e−2x∗) .

После несложных вычислений получим па-
раметрически заданную кривую, соответствую-
щую суперкритической бифуркацииАндронова–
Хопфа:

k (x∗) =− 1
µ

(
2e−x∗ −2e−2x∗) ,

b(x∗) = x∗+
1
µ

(
4e−2x∗ −6e−3x∗ +2e−4x∗) .

Динамику нейрона при суперкритической
бифуркации Андронова–Хопфа отражает рис. 3.
До бифуркации (рис. 3, а, г; b = −0.5, k = 0,
область G1) все траектории сходятся к устой-
чивому фокусу, а в динамике x(t) наблюдаются
затухающие колебания.

В точке бифуркации (рис. 3, б, д; b= 0, k = 0;
бифуркационная кривая l2): фокус теряет устой-
чивость, начинает зарождаться малый цикл, что
видно по слабым колебаниям и едва заметному
замыканию траекторий.

После бифуркации (рис. 3, в, е; b = 0.5, k =
= 0; область G6): устойчивый предельный цикл
сформирован: траектории на фазовом портрете
образуют замкнутую кривую, а x(t) демон-
стрирует регулярные автоколебания постоянной
амплитуды.

Важным свойством возникшего предельно-
го цикла являетсяширокая область параметриче-
ской устойчивости: небольшие изменения клю-
чевых параметров не приводят к исчезновению
колебаний, что обеспечивает надежность работы
модели в присутствии разнообразных внешних
возмущений. Это позволяет использовать пред-
ложенную систему в задачах моделирования
спайковой активности нейронов в условиях из-
меняющейся среды, сохраняя основные динами-

24 Научный отдел



В. П. Еремеев, Г. В. Осипов. Четыре сценария перехода к спайковой активности в новой модели нейрона

а/а б/b в/c

г/d д/e е/f

Рис. 4. Динамика нейрона при субкритической бифуркации Андронова–Хопфа: а, г – фазовый портрет и временная
реализация до бифуркации, бистабильность (два устойчивых фокуса); б, д – фазовый портрет и временная реализация
в точке бифуркации; в, е – фазовый портрет и временная реализация после бифуркации, аттрактор – устойчивый фокус

(цвет онлайн)
Fig. 4. Dynamics of the neuron under a subcritical Andronov–Hopf bifurcation: a, d – phase portrait and time series before the
bifurcation; bistability (two stable focus); b, e – phase portrait and time series at the bifurcation point; c, f – phase portrait and

time series after the bifurcation; attractor – stable focus (color online)

ческие характеристики при вариациях входных
сигналов.

Субкритическая бифуркация Андронова–
Хопфа. В отличие от суперкритической, субкри-
тическая бифуркация характеризуется тем, что
неустойчивый предельный цикл возникает уже
до потери устойчивости фокуса (рис. 4).

До бифуркации (рис. 4, а, е; b = 4, k =

= −5; область G10): Существует два аттрактора:
Для начальных условий внутри неустойчивого
предельного цикла траектории затухающими ко-
лебаниями сходятся к фокусу. Для начальных
условий снаружи этого цикла система уходит
к удалённому устойчивому равновесию на левой
ветви изоклины.

В точке бифуркации (рис. 4, б, д; b =

= 3.916, k = −5; бифуркационная кривая l4):
Радиус неустойчивого цикла стремится к нулю,
и цикл сливается с фокусом. В состоянии равно-

весия наблюдается резкое увеличение времени
релаксации и медленное спиральное удаление.

После бифуркации (рис. 4, в, е; b = 3.8, k =
= −5; область G9): фокус теряет устойчивость
и становится неустойчивым; малый предельный
цикл исчез: все траектории покидают окрест-
ность фокуса и направляются к удалённому
устойчивому состоянию равновесия за предела-
ми исчезнувшего цикла.

3.2. Гомоклиническая бифуркация

Еще один сценарий перехода от режима
покоя к спайковой активности связан с гомокли-
нической бифуркацией: неустойчивая и устой-
чивая сепаратрисы седла сливаются, образуя
гомоклиническую орбиту. На фазовых портре-
тах сепаратрисы выделены красным пунктиром
(рис. 5).

До бифуркации (рис. 5, а, г; b = 0, k = 1; об-
ластьG4): в фазовом пространстве присутствуют
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а/а б/b в/c
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Рис. 5. Динамика нейрона при гомоклинической бифуркации: а, г – фазовый портрет и временная реализация до бифур-
кации, нет аттрактора; б, д – фазовый портрет и временная реализация в точке бифуркации, гомоклиническая орбита;

в, е – фазовый портрет и временная реализация после бифуркации, аттрактор – устойчивый предельный цикл
(цвет онлайн)

Fig. 5. Dynamics of the neuron under a homoclinic bifurcation: a, d – phase portrait and time series before the bifurcation; no
attractor; b, e – phase portrait and time series at the bifurcation point; homoclinic orbit; c, f – phase portrait and time series after

the bifurcation; attractor – stable limit cycle (color online)

седловая точка и неустойчивый фокус, при этом
предельный цикл отсутствует. Все траектории
уходят на изоклину медленных движений и при
t → ∞ стремятся к y →−∞.

В точке бифуркации (рис. 5, б, д; b = 0,
k = 0.766; бифуркационная кривая l3): неустой-
чивая и устойчивая ветви сепаратрисы седла
соединяются, образуя гомоклиническую петлю.
Период движения по орбите стремится к беско-
нечности.

После бифуркации (рис. 5, в, е; b = 0, k = 0.6;
область G5): появляется устойчивый предель-
ный цикл. Траектории между сепаратрисами
сходятся к этому циклу, тогда как траектории,
начавшиеся вне бассейна притяжения предель-
ного цикла, уходят на медленную ветвь и при
t → ∞ стремятся к y →−∞.

Седловая величина при b = 0 и k = 0.766
определяется как сумма собственных чисел яко-
биана:

σ = λs +λu = 7.334+0.006=−7.328. (3)

Здесь λs < 0 и λu > 0 – собственные значе-
ния якобиана в седловой точке по устойчивому
и неустойчивому направлениям соответственно;
σ = λs + λu – седловая величина. При σ <

< 0 реализуется суперкритическая гомоклиниче-
ская бифуркация: разрушение гомоклинической
петли порождает устойчивый предельный цикл
большой амплитуды; при σ > 0 – наоборот, цикл
неустойчив.

3.3. Бифуркация двукратного
предельного цикла

Четвертый сценарий рождения спайковой
активности имеет место через бифуркацию
двукратного (или двойного) предельного цик-
ла. При бифуркации двукратного предельного
цикла в модели при изменении параметра b
в окрестности критического значения b f в фа-
зовом пространстве возникает пара циклов –
устойчивый и неустойчивый (рис. 6).
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а/а б/b в/c

г/d д/e е/f

Рис. 6. Динамика нейрона при бифуркации двукратного предельного цикла: а, г – фазовый портрет и временная реализа-
ция до бифуркации, аттрактор – устойчивый фокус; б, д – фазовый портрет и временная реализация в точке бифуркации,
двукратный предельный цикл; в, е – фазовый портрет и временная реализация после бифуркации, бистабильность:

аттракторы – устойчивый предельный цикл и устойчивый фокус (цвет онлайн)
Fig. 6. Dynamics of the neuron under a fold of limit cycles bifurcation: a, d – phase portrait and time series before the bifurcation;
attractor – stable focus; b, e – phase portrait and time series at the bifurcation point; double limit cycle; c, f – phase portrait and

time series after the bifurcation; bistability: attractors – stable limit cycle and stable focus (color online)

До бифуркации (рис. 6, а, г; b= 8, k =−4; об-
ластьG8): существует только устойчивый фокус,
к которому сходятся все траектории. Предель-
ные циклы отсутствуют.

В точке бифуркации (рис. 6, б, д; b = 7.336,
k = −4; бифуркационная кривая l5): при изме-
нении параметра устойчивый предельный цикл
приближается к неустойчивому, они сливаются.
В точке слияния периодическая полуустойчивая
орбита: она устойчива для начальных условий
со стороны, отвечающей устойчивому предель-
ному циклу и неустойчива со стороны, отвечаю-
щей неустойчивому.

После бифуркации (рис. 6, в, е; b= 6, k =−4;
область G7): траектории, стартующие внутри
неустойчивого цикла, направляются к фокусу,
а стартующие снаружи − устремляются к внеш-
нему устойчивому предельному циклу.

Важной особенностью данного сценария
является бистабильность: для b чуть мень-
ше бифуркационного значения нейрон остаётся

в покое, а для b чуть выше − переходит на устой-
чивый цикл. Это обеспечивает пороговое по-
ведение и возможность резкого возбуждения
при незначительном изменении внешнего воз-
действия.

3.4. Бифуркация инвариантной кривой седло-узла

Обнаружена бифуркация инвариантной кри-
вой седло-узла, т. е. седло-узловая бифуркация
с дополнительным условием: она возникает
на инвариантной замкнутой кривой (рис. 7).

До бифуркации (рис. 7, а, г; b = 3.005, k =
= −3.4; область G10): в фазовом пространстве
сосуществуют седло и узел; неустойчивые ветви
сепаратрис седла направляются к узлу; предель-
ного цикла нет.

В точке бифуркации (рис. 7, б, д; b = 3.005,
k = −2.897; бифуркационная кривая l7): при
подходе параметров к критическому значению
седло и узел сливаются в точку типа седло–узел
на инвариантной кривой. Траектории вырожда-
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Рис. 7. Динамика нейрона при бифуркации инвариантной кривой седло-узла: а, г – фазовый портрет и временная
реализация до бифуркации, аттрактор – устойчивый фокус; б, д – фазовый портрет и временная реализация в точке
бифуркации, инвариантная замкнутая кривая; в, е – фазовый портрет и временная реализация после бифуркации, ат-

трактор – устойчивый предельный цикл (цвет онлайн)
Fig. 7. Dynamics of the neuron under a saddle-node on invariant circle (SNIC) bifurcation: a, d – phase portrait and time series
before the bifurcation; attractor – stable focus; b, e – phase portrait and time series at the bifurcation point; saddle-node on
invariant circle (SNIC); c, f – phase portrait and time series after the bifurcation; attractor – stable limit cycle (color online)

ются в замкнутую инвариантную окружность,
проходящую через точку седло-узел.

После бифуркации (рис. 7, в, е; b = 3.005,
k = −2.7; область G6): возникает устойчивый
предельный цикл; при удалении от критического
значения система переходит в режим регулярной
спайковой активности.

Заключение

В данной работе предложена двумерная
математическая модель нейрона, специально
разработанная для детального анализа ключе-
вых сценариев перехода от состояния покоя
к генерации периодических импульсов (спайко-
вой активности). Модель обладает минимальной
структурой с одной быстрой и одной медленной
переменной, однако, несмотря на простоту, она
демонстрирует богатство бифуркационных явле-
ний.

Проведённый аналитический анализ поз-
волил определить условия для бифуркации

Андронова–Хопфа: были найдены явные вы-
ражения параметрических зависимостей, зада-
ющих границы переходов от стационарных
режимов к автоколебаниям. Аналитические вы-
ражения для параметров b(x) и k(x) было
дополнены подробным численным моделирова-
нием, подтверждающим теоретические выводы
и позволяющим наглядно продемонстрировать
динамическое поведение системы в окрестности
бифуркационных значений параметров.

Численное исследование модели позволило
построить подробную бифуркационную диа-
грамму на плоскости параметров (b, k), разде-
ляющую различные режимы поведения нейрона.
Были выявлены четыре основных сценария пе-
рехода к спайковой активности:
– суперкритическая бифуркация Андронова–
Хопфа, характеризующаяся рождением
из устойчивого фокуса устойчивого пре-
дельного цикла. Это соответствует мягкому
возбуждению нейронной мембраны;
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– гомоклиническая бифуркация, связанная
с образованием гомоклинической орби-
ты седла и последующим рождением
устойчивого предельного цикла большой
амплитуды, характерной для систем с ярко
выраженными возбуждающими свойства-
ми;

– бифуркация двукратного предельного цик-
ла, ведущая к одновременному возникнове-
нию устойчивого и неустойчивого циклов
и сопровождающаяся явным гистерезисом
и бистабильностью, важной для описания
пороговых эффектов в нейронах;

– бифуркация инвариантной кривой седло-
узла, описывающая возникновение устой-
чивого предельного цикла на месте исчез-
новения пары состояний равновесия (седла
и узла), характеризующаяся постепенным
увеличением периода колебаний при при-
ближении к бифуркационной точке и пере-
ходом к медленным, но устойчивым автоко-
лебаниям.
Кроме того, в модели также присутствует

субкритическая бифуркация Андронова–Хопфа,
при которой из неустойчивого фокуса рож-
дается неустойчивый предельный цикл. Этот
тип бифуркации не приводит к возникновению
устойчивых автоколебаний, но сопровождается
бистабильностью и скачкообразным переходом
к колебаниям большой амплитуды.

Для каждого из перечисленных сценариев
были построены детальные фазовые портре-
ты и временные ряды, иллюстрирующие ка-
чественные изменения динамики нейрона. Это
позволило наглядно продемонстрировать отли-
чительные черты и динамическую специфику
каждого типа бифуркации. Особенно значимым
оказался выявленный широкий диапазон устой-
чивости режимов автоколебаний, который под-
тверждает практическую применимость модели
в условиях реалистичных нейрофизиологиче-
ских исследований, где внешние воздействия
часто подвергаются случайным шумам.

Таким образом, предложенная двумерная
модель нейрона не только расширяет класс
доступных для анализа минималистичных мо-
делей, но и обеспечивает высокую степень
универсальности и наглядности при изучении
основных механизмов генерации спайковой ак-
тивности. Полученные результаты демонстри-
руют, что даже минималистичные модели спо-
собны точно воспроизводить широкий спектр

бифуркационных сценариев, характерных для
биологических нейронных систем.

Перспективными направлениями дальней-
шего развития данной работы могут стать сле-
дующие исследования:
– анализ влияния случайных воздействий
и шума на устойчивость и динамические ха-
рактеристики предельных циклов в рамках
предложенной модели;

– построение сети из нескольких взаимо-
действующих нейронов, описанных данной
моделью, и изучение коллективных режи-
мов активности, таких как синхронизация
и хаотическая динамика;

– исследование возможностей управления ре-
жимами нейронной активности с помощью
внешних параметров и применения методов
оптимального управления для стабилизации
и переключения между различными дина-
мическими состояниями нейрона.
Результаты работы имеют непосредствен-

ную фундаментальную значимость для исследо-
ваний в области нейродинамики и могут быть
полезны при моделировании нейрофизиологи-
ческих процессов, связанных с восприятием,
обучением и принятием решений, а также для
конструирования нейроподобных вычислитель-
ных систем.
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