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Аннотация. Рассматриваются особенности применения метода вспомогательной системы,
проявляющиеся при диагностике режима обобщенной хаотической синхронизации в систе-
мах со сложной топологией аттрактора, обладающих внутренней симметрией. Учитывая, что
симметрия динамики автономной ведомой системы при наличии воздействия со стороны
ведущего осциллятораможет приводить к появлениюмультистабильности, корректное опре-
деление обобщенной синхронизации с помощью метода вспомогательной системы может
быть затруднено.Предлагаетсямодификация критерияобобщенной синхронизации, которая
позволяет повысить надежность метода в подобных случаях.
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Известно, что взаимодействующие хаотиче-
ские системы демонстрируют явление хаотической
синхронизации, которая может быть различных
типов [1, 2]. Значительный интерес вызывает обоб-
щенная хаотическая синхронизация [3], когда меж-
ду состояниями взаимодействующих систем уста-
навливается функциональная зависимость (но при
этом сами состояния систем оказываются раз-
личными), а также перемежающееся поведение,
наблюдающееся вблизи границы установления это-
го синхронного режима [4].

В последнее время обобщённая хаотическая
синхронизация привлекает внимание не только
с фундаментальной точки зрения, но и благодаря
своим прикладным перспективам: от безопасной
передачи информации в телекоммуникациях [5]
до моделирования и изучения динамики отдельных
нейронов и нейронных сетей и машинного обуче-
ния [6, 7].

Для детектирования и анализа явления обоб-
щенной хаотической синхронизации апробированы
и хорошо себя зарекомендовали такие методы,
как метод вспомогательной системы [8], расчёт
показателей Ляпунова [9, 10], метод ближайших
соседей [3, 11] и др. Среди названных методов ме-
тод вспомогательной системы заслуживает особого
внимания благодаря своей простоте, наглядности
и универсальности. Он легко реализуем, приме-
ним для анализа синхронизма в любой момент
времени, и, следовательно, в отличие от других
методов его можно с успехом использовать для вы-
деления синхронных и асинхронных фаз в режиме
перемежающейся обобщенной хаотической син-
хронизации. Фактически метод вспомогательной
системы является универсальным общепризнан-

ным стандартом при изучении обобщенной хаоти-
ческой синхронизации и связанных с ней эффектов.
Выявленным на сегодняшний день ограничением
для использования метода является его неприме-
нимость в системах с взаимной связью [12], в том
числе, когда это связь между отдельными колеба-
тельными системами реализуется опосредованно,
например, в сетях со сложной топологией связей.

Ниже будет показано, что использование ме-
тода вспомогательной системы может приводить
к особенностям поведения ведомых многомерных
динамических систем, обладающих в автономном
режиме внутренней симметрией хаотического ат-
трактора. Это связано с тем, что подобная симмет-
рия при наличии внешнего воздействия со стороны
ведущего осциллятора может приводить к появле-
нию мультистабильности в совместной динамике
рассматриваемых систем, и при условии, что такие
мультистабильные состояния оказываются устой-
чивыми с точки зрения критерия обобщенной син-
хронизации, в системе может возникнуть режим
мультистабильной обобщенной хаотической син-
хронизации. Похожая ситуация была впервые опи-
сана в работе [13] и, чуть позже, в [14], при иссле-
довании синхронизации идентичных хаотических
осцилляторов с непрерывным временем, обладаю-
щих внутренней симметрией и связанных по клас-
сической схеме [15], предложенной Л. М. Пекорой
и Т. Л. Кэроллом. В рассматриваемых случаях при
одних и тех же значениях управляющих параметров
наряду с режимом идентичной (полной) синхро-
низации наблюдались один или несколько других
синхронных режимов, диагностированных как ре-
жимы обобщенной синхронизации. В литературе
было также описано возникновение режима биста-
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бильной обобщенной хаотической синхронизации
при воздействии осциллятора Ресслера на систе-
му Лоренца [16]. Наличие же мультистабильности,
как известно из [8], может приводить к некор-
ректной интерпретации результатов, полученных
с помощью метода вспомогательной системы, ес-
ли ведомая и вспомогательная системы стартуют
из начальных условий, принадлежащих бассейнам
притяжения разных аттракторов. При этом грани-
цы бассейнов притяжения в фазовом пространстве
могут быть устроены весьма сложно и иметь фрак-
тальную границу [13, 17].

В работе рассматривается, к каким нежела-
тельным последствиям может приводить внутрен-
няя симметрия ведомой системы при использо-
вании метода вспомогательной системы, а также
предлагается способ модификации метода детек-
тирования обобщенной синхронизации для таких
случаев. Выявленные особенности метода вспомо-
гательной системы иллюстрируются на модельном
примере систем с дискретным временем – двух
связанных однонаправленной связью модифициро-
ванных отображений Гукенхеймера – Холмса [18]
с различными значениями параметров, описывае-
мых системой уравнений:

xn+1 = f (b,xn,yn) = by2n − xn,

yn+1 = g(a,xn,yn) = ayn (1− xn) ,

x′n+1 = f
(
b′,x′n,y

′
n

)
+ ε

(
f (bd ,xn,yn)− f

(
b′,x′n,y

′
n

))
,

y′n+1 = g(a′,x′n,y
′
n) .

(1)
Здесь x,y – координаты динамической системы, a,
b – управляющие параметры, ε – параметр свя-
зи. Величины без штрихов относятся к ведущей
системе, штрихованные величины характеризуют

ведомую систему. Значения управляющих пара-
метров были выбраны такими, что и ведущая,
и ведомая системы характеризуются двулистной
структурой хаотического аттрактора (рис. 1), сим-
метричной относительно оси координат x или x′

соответственно.
Как известно, суть метода вспомогательной

системы [8] заключается в одновременном рассмот-
рении, наряду с динамикой ведущей и ведомой
систем, поведения вспомогательной системы, ко-
торая идентична ведомой, но стартует с других
начальных условий (принадлежащих тому же бас-
сейну притяжения). Можно использовать и набор
таких систем [19]. В случае, когда в исследу-
емой системе наблюдается режим обобщенной
хаотической синхронизации, после завершения пе-
реходного процесса состояния ведомой (x′n, y′n)
и вспомогательной (xn

′′, yn
′′) систем становятся

идентичными, и, соответственно, величина, трак-
туемая как расстояние между ними (мера), ока-
зывается равной нулю во все моменты времени
наблюдения.

При значениях параметра связи ε меньше
критического ε, соответствующего порогу установ-
ления синхронного режима, (в том числе и в случае
режима перемежающейся обобщенной хаотиче-
ской синхронизации [20]) существуют моменты
времени, в которые состояния ведомой и вспомо-
гательной систем не совпадают, а средняя мера
отличия этих состояний, определяемая на конечной
временной реализации длины N как

D(ε) =
1
N

N

∑
i=0

|x′i(ε)− xi
′′(ε)|+ |y′i − yi

′′|, (2)

а/а б/b

Рис. 1. Фазовые портреты для автономных ведущей (а) и вспомогательной (б) систем (a = 1.815, a′ = 1.775,
b = b′ = 0.5, ε = 0)

Fig. 1. Phase portraits for autonomous drive (а) and auxiliary (b) systems (a = 1.815, a′ = 1.775, b = b′ = 0.5, ε = 0)
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принимает положительное значение. Значение па-
раметра связи ε, при котором величина D(ε) ока-
зывается равной нулю, и является критическим
значением ε для параметра связи ε.

Как правило, критическое значение пара-
метра связи ε, понимаемое в указном смысле,
оказывается близким к значению, при котором
старший положительный показатель Ляпунова
управляемой (ведомой) системы становится от-
рицательным [8, 10]. (Соответственно, переход
старшего условного показателя Ляпунова от по-
ложительных значений к отрицательным часто
используется в качестве критерия установления
режима обобщенной хаотической синхрониза-
ции).

Однако для исследуемой системы (1) величи-
на D(ε) может значительно отличаться от нуля да-
же для значений параметра связи ε > εGS = 0.645,
при которых старший показатель Ляпунова ведо-
мой системы (показатель Λ2 на рис. 2, б) оказыва-
ется существенно отрицательным при выбранных
значениях управляющих параметров. Это означа-

ет, что в анализируемой системе (1) для значений
параметра связи, при которых с помощью метода
расчета спектра показателей Ляпунова однознач-
но диагностируется наличие режима обобщенной
хаотической синхронизации, метод вспомогатель-
ной системы дает существенно противоречивые
результаты (рис. 2, а), зависящие от начальных
условий ведомой и вспомогательной систем.

Как следует из результатов проведенных ис-
следований, подобная особенность метода вспо-
могательной системы обусловлена возникающей
бистабильностью, связанной с внутренней сим-
метрией ведомой системы, в силу которой пове-
дение рассматриваемых связанных осцилляторов
оказывается идентичным с точностью до заме-
ны переменной y′ на (−y′), и, соответственно,
такая замена не влияет на оператор эволюции
ведомой системы. Именно бистабильность, воз-
никающая при наличии воздействия со стороны
ведущей системы, в силу внутренней симметрии
ведомой системы приводит к противоречивым ре-
зультатам диагностирования режима обобщенной

а/а

б/b

Рис. 2. Зависимости: средней меры между состояниями ведомой и вспомогательной систем D(ε) (а)
и четырех показателей Ляпунова для исследуемой системы (1) от величины параметра связи ε (б)

Fig. 2. Dependencies of the average measure between states of the response and auxiliary systems D(ε) (а)
and four Lyapunov exponents of the system under study (1) on the coupling parameter ε (b)
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хаотической синхронизации с помощью метода
вспомогательной системы.

Как следствие бистабильности, в режиме обоб-
щенной хаотической синхронизации, когда соб-
ственная динамика ведомой системы оказывается
подавленной за счет воздействия со стороны ве-
дущей системы [21], у ведомой системы при
одних и тех же значениях управляющих пара-
метров и одном и том же состоянии ведущей
системы существуют два симметричных состоя-
ния (отличающихся только знаком переменной y′),
в которых она может находиться. Иными словами,
для поведения ведомой системы (а, соответствен-
но, и вспомогательной) в этом случае оказывается
характерна бистабильность. Соответственно, ес-
ли ведомая и вспомогательная системы находятся
в одинаковых состояниях (y′y′′ > 0), то величина
D(ε) равна нулю и метод вспомогательной систе-
мы диагностирует синхронный режим. Наоборот,
D(ε) сильно отличается от нуля, когда ведомая
и вспомогательная системы находятся в разных
состояниях (y′y′′ < 0) и в этом случае, несмот-
ря на наличие обобщенной синхронизации, метод
вспомогательной системы будет показывать отсут-
ствие синхронизма.

Метод вспомогательной системы за долгие
годы применения из-за его уже называвшихся до-
стоинств стал весьма популярным при изучении
обобщенной хаотической синхронизации. Часто
исследователи ограничиваются только им, не при-
меняя другие, более сложные в реализации методы.
Можно отметить, что подобный подход в подавляю-
щем большинстве случаев оказывается полностью
оправданным, но, как видно из вышеприведенных
данных, в случаях, когда ведомая система обладает
внутренней симметрией (как рассматривалось вы-

ше) мультистабильность, обусловленная этой сим-
метрией, может сыграть с исследователями злую
шутку – метод вспомогательной системы будет
детектировать асинхронную динамику, несмотря
на установление режима обобщенной хаотической
синхронизации. Следует отметить, что ситуация
будет осложнена также ещё и тем, что возникаю-
щая из-за внутренней системы мультистабильность
(бистабильность в рассмотренном случае) оказыва-
ется выражена не очень явно – аттрактор ведомой
системы при этом не претерпевает каких-либо яр-
ко выраженных качественных изменений, которые
могли бы навести на мысль о том, что в системе
имеет место мультистабильность.

Очевидно, что такую особенность метода вспо-
могательной системы следует учитывать при изуче-
нии режима обобщенной хаотической синхрониза-
ции и перемежающейся обобщенной хаотической
синхронизации. В подобных случаях, когда ве-
домая система характеризуется такой внутренней
симметрией, следует скорректировать вид характе-
ристики (2) с использованием абсолютных величин
переменных, что позволяет учесть вышеописанную
особенность поведения изучаемых систем:

D′(ε) =
N

∑
i=0

|x′i(ε)− xi
′′(ε)|+ ||y′i|− |yi

′′||. (3)

Такой подход позволяет однозначно диагно-
стировать режим обобщенной хаотической синхро-
низации в подобных системах в полном соответ-
ствии с поведением спектра показателей Ляпунова
(рис. 3).

Подведем итоги. В настоящей работе описана
особенность, ограничивающая применимость ме-
тода вспомогательной системы, которая может воз-
никнуть при диагностике обобщенной хаотической

Рис. 3. Зависимость модифицированной средней меры между состояниями ведомой и вспомогательной систем D′(ε)
от величины параметра связи ε

Fig. 3. Dependencies of themodified averagemeasure between states of the response and auxiliary systemsD′(ε) on the coupling
parameter ε
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синхронизации в системах со сложной топологией
аттрактора, обладающих внутренней симметрией.
Предложенная адаптация метода вспомогатель-
ной системы позволяет повысить его надежность
в подобных случаях, что расширяет область его
применимости для анализа сложных многомерных
систем. В то же самое время следует иметь в виду,
что предложенный в работе способ модификации
метода детектирования обобщенной синхрониза-
ции имеет ограниченную область применения – его
можно использовать только для систем, обладаю-
щим вполне определенным видом симметрии. Для
иных систем с мультистабильностью и иных видов
симметрии он является неприменимым.
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