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Abstract. Background and Objectives: In this paper we study the possibility of quantitative
determination of the boundary of the generalized synchronization regime in unidirectionally and
mutually coupled systems with different attractor topologies by means of the recurrent analysis.
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Введение

Под синхронизацией традиционно пони-
мается согласованное во времени функциони-
рование двух или нескольких процессов или
объектов [1, 2]. Это может быть, например,
согласованное изменение определенных количе-
ственных характеристик двух или нескольких
систем или сближение переменных состояния
этих систем.

Одним из возможных механизмов синхро-
низации однонаправленно (взаимно) связанных
систем является появление между ними неко-
торой функциональной зависимости, вид кото-
рой может быть достаточно сложным. Данный
вид синхронного поведения называют режимом
обобщенной синхронизации [3, 4]. Исследова-
нием режима обобщенной синхронизации в на-
учном сообществе занимаются довольно долгое
время (см., например, [5–9]). Данный режим
достаточно интересен, так как его можно приме-
нить в различных задачах – скрытой передачи
информации с помощью хаотических сигналов
[10, 11], контроля хаоса в СВЧ генераторах [12],
а также в некоторых биологических и физиче-
ских задачах [13, 14].

Для диагностики режима обобщенной син-
хронизации существуют различные методы.
Классическими из них являются метод вспомо-
гательной системы [15] и метод расчета спектра
показателей Ляпунова [5]. Первый из них доста-
точно точно определяет границу синхронного
режима, но подходит только для однонаправлен-
но связанных систем. Второй метод применим
для разных типов связи, но используется, как
правило, только в том случае, если уравнения
систем заданы в явном виде.

Впервые в настоящей статье мы рассмот-
рим вопрос о применимости для диагностики
обобщенной синхронизации еще одного метода –
метода рекуррентного анализа [16].

1. Понятия рекуррентной диаграммы
и совместной рекуррентной диаграммы

Повторяемость – это фундаментальное
свойство динамических систем, которое мож-
но использовать для характеристики поведения
системы в фазовом пространстве [16]. Ка-
чественным отображением этого свойства
динамических систем является рекуррентная
диаграмма. Технически рекуррентная диаграм-
ма показывает все моменты времени, когда
траектория фазового пространства динамиче-
ской системы посещает примерно одну и ту же
область в фазовом пространстве. Данный метод
является менее точным по сравнению с клас-
сическими методами диагностики синхронного
режима, но зато он не требует знания уравнений
взаимодействующих систем и их управляющих
параметров, а, следовательно, его эффектив-
ность не должна сильно зависеть от типа
связи между системами, что является большим
плюсом, когда в распоряжении исследователя
имеются только временные ряды.

Повторяемость траектории x⃗i в фазовом
пространстве может быть охарактеризована мат-
рицей:

Ri, j(ε) = θ(ε−∥⃗xi − x⃗ j∥) ,
i, j = 1, . . . ,N,

(1)

где θ(u) – функция Хевисайда (если u < 0,
то θ(u) = 0, когда же u > 0, θ(u) = 1), ε –
пороговое расстояние, ∥·∥ – евклидова норма,
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N – количество точек траектории. Тогда для ре-
куррентных состояний, то есть для состояний,
которые находятся в ε-окрестности, справедливо
следующее соотношение:

x⃗i ≈ x⃗ j ⇔ Ri, j ≡1.

Простейшим количественным показателем по-
вторяемости динамики системы является так
называемая частота повторений:

RR =
1

N2

N

∑
i, j=1

Ri, j(ε). (2)

Для анализа поведения двух взаимодей-
ствующих систем вводится понятие совместной
рекуррентной диаграммы. Совместная рекур-
рентная диаграмма – это график, который по-
казывает те моменты времени, когда попадание
в выбранную область фазового пространства
двух точек одной динамической системы проис-
ходит одновременно с попаданием двух точек
второй динамической системы или с небольшим
сдвигом во времени. Благодаря такому подхо-
ду фазовые пространства обеих систем можно
рассматривать отдельно, и для них можно вы-
брать разные пороговые значения окрестности
попадания ε. При этом, размеры окрестностей
попадания выбираются с учетом размера фазо-
вых пространств рассматриваемых систем.

Совместные рекуррентные диаграммы мо-
гут быть получены более чем для двух систем.
Длина данных в рассматриваемых системах
должна быть одинаковой. Для построения сов-
местной рекуррентной диаграммы необходимо
ввести в рассмотрение совместную рекуррент-
ную матрицу для двух систем x⃗ и y⃗:

JRx⃗,⃗y
i, j = θ(εx −∥⃗xi − x⃗ j∥)θ(εy −∥⃗yi − y⃗ j∥) ,

i, j = 1, . . . ,N,
(3)

где εx и εy – пороговые расстояния для первой
и второй систем, соответственно.

Для определения границы обобщенной син-
хронизации с использованием рекуррентного
анализа необходимо рассчитать частоту повторе-
ний (см. (2)) для каждой системы в отдельности,
а также определить частоту совместного повто-
рения для обеих систем x⃗ и y⃗:

JRR =
1

N2

N

∑
i, j=1

JRx⃗,⃗y
i, j (εx,εy) . (4)

Количественной характеристикой наличия обоб-
щенной синхронизации в данном случае являет-
ся коэффициент

P =
JRR
RR

, (5)

где RR = RRx⃗ или RR = RRy⃗. В режиме обоб-
щенной синхронизации системы будут демон-
стрировать примерно одинаковые повторения, а,
следовательно, частота повторений для обеих
систем будет примерно одинаковой:

RRx⃗,⃗y ≈RRx⃗ = RRy⃗. (6)

Удобной количественной характеристикой сте-
пени обобщенной синхронизации является ин-
декс, основанный на средней совместной веро-
ятности повторения

JPR =
P−RR
1−RR

. (7)

Индекс JPR изменяется в диапазоне от 0 до 1.
Когда системы находятся в асинхронном состо-
янии, данный индекс близок к нулю, в режиме
обобщенной синхронизации значение JPR стре-
мится к единице.

2. Исследуемые системы

Метод рекуррентного анализа применен
для исследования обобщенной синхронизации
в однонаправленно и взаимно связанных систе-
мах, демонстрирующих хаотическую динамику
с различной топологией аттрактора. В каче-
стве примеров таких систем выбраны системы
с относительно простой топологией аттрактора
(однонаправленно и взаимно связанные систе-
мы Рёсслера), системы со сложной (двулистной)
структурой аттрактора (однонаправленно свя-
занные системы Лоренца), а также однонаправ-
ленно связанные системы с разной топологией
аттрактора (осциллятор Лоренца, находящийся
под действием системы Рёсслера, радиотехни-
ческие генераторы с 1.5 степенями свободы).
Уравнения и значения управляющих параметров
для всех рассмотренных систем представлены
в табл. 1. Для проверки корректности исполь-
зуемого подхода для диагностики обобщенной
синхронизации наряду с методом рекуррентного
анализа использовались также методы расче-
та спектра показателей Ляпунова для взаимно
связанных систем и расчета ошибки синхрони-
зации для однонаправленно связанных осцилля-
торов.
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Таблица 1 / Table 1
Уравнения и значения управляющих параметров исследуемых систем

Equations and control parameter values of the systems under study

Системы / Systems Тип связи /
Type of coupling Уравнения Управляющие параметры /

Control parameters

Системы Рёсслера /
Rössler systems

Взаимная связь /
Mutual coupling

ẋ1,2 =−ω1,2y1,2− z1,2+λ(x2,1− x1,2)
ẏ1,2 = ω1,2x1,2+ay1,2

ż1,2 = p+ z1,2(x1,2− c)
a = 0.15, p = 0.2, c = 10,

ω1 = 0.95, ω2 = 0.93

Системы Рёсслера /
Rössler systems

Однонаправленная
связь /
Unidirectional
coupling

ẋ1 =−ω1y1− z1
ẏ1 = ω1x1+ay1

ż1 = p+ z1(x1− c)

ẋ2 =−ω2y2− z2+λ(x1− x2)
ẏ2 = ω2x2+ay2

ż2 = p+ z2(x2− c)

a = 0.15, p = 0.2, c = 10,
ω1 = 0.95, ω2 = 0.93

Системы Лоренца /
Lorenz systems

Однонаправленная
связь /
Unidirectional
coupling

ẋ1 = σ(y1− x1)
ẏ1 = x1 (r1− z1)− y1

ż1 = x1y1−bz1
ẋ2 = σ(y2− x2)+λ(x1− x2)

ẏ2 = x2 (r2− z2)− y2
ż2 = x2y2−bz2

σ = 10, r1 = 28.0, r2 = 30.0,
b = 8/3

Системы Лоренца
и Рёсслера / Lorenz
and Rössler systems

Однонаправленная
связь /
Unidirectional
coupling

ẋ1 =−α(y1+ z1)
ẏ1 = α(x1+ay1)

ż1 = α(p + z1 (x1− c))

ẋ2 = σ(y2− x2)
ẏ2 = x2 (r − z2)− y2+

ż2 = x2y2−bz2

λy2

a = 0.2, p = 0.2, c = 5.7, α = 6,
σ = 10, r = 28.0, b = 8/3

Радиотехнические
генераторы /
Radiotechnical
generators

Однонаправленная
связь /
Unidirectional
coupling

ẋ1 = y1
ẏ1 =−x1−by1+ z1

ż1 = c(α1 f (x1)− z1)−dy1
ẋ2 = y2+λ(x1− x2)
ẏ2 =−x2−by2+ z2

ż2 = c(α2 f (x2)− z2)−dy2

b = 0.5182, c = 0.22439,
d = 1.465, α1 = 14, α2 = 30,

f (x) =

=


0.528,x≤−1.2,
x
(
1− x2

)
,−1.2< x < 1.2,

−0.528,x≥1.2

3. Результаты исследования

В качестве иллюстрации работоспособно-
сти метода диагностики обобщенной синхро-
низации, основанного на расчете совместной
вероятности повторения, на рис. 1 приведе-
ны зависимости ошибки синхронизации s1 (а)
и величины JPR (б) от параметра связи λ для
однонаправленно связанных систем Рёсслера.
Из рис. 1, а видно, что при λ = 0.175 ошиб-
ка синхронизации становится равной нулю,
что соответствует началу режима обобщенной
синхронизации. На рис. 1, б заметно, что количе-
ственная мера JPR приближается к значению 1

и перестает в дальнейшем меняться примерно
при том же значении параметра связи λ = 0.175.

Схожие результаты демонстрируют однона-
правленно связанные системы Лоренца (рис. 2).
Из рис 2, б видно, что порог начала синхронного
режима, а именно, когда JPR стремится к 1, со-
гласуется со значением λ = 10, полученным при
расчете ошибки синхронизации (рис. 2, а).

В случае же взаимодействующих систем
различного типа метод расчета JPR демонстри-
рует менее точные результаты. Значение JPR
в режиме обобщенной синхронизации не до-
стигает 1, но выходит на уровень насыщения,

1s = 1
T−T0

∫ T
T0

√
(x2− x3)

2+(y2− y3)
2+(z2− z3)

2dt, где (x3,y3,z3) – вектор состояния вспомогательной системы, T0 – время
переходного процесса, T – время счета.
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а/а б/b

Рис. 1. Зависимости ошибки синхронизации (а) и количественной меры JPR (б) от параметра связи λ для двух однона-
правленно связанных систем Рёсслера

Fig. 1. Dependencies of the synchronization error (a) and quantitative measure JPR (b) on the control parameter λ for two
unidirectionally coupled Rössler systems

а/а б/b

Рис. 2 Зависимости ошибки синхронизации (а) и количественной меры JPR (б) от параметра связи λ для двух однона-
правленно связанных систем Лоренца

Fig. 2. Dependencies of the synchronization error (a) and quantitative measure JPR (b) on the control parameter λ for two
unidirectionally coupled Lorenz systems

а/а б/b

Рис. 3. Зависимости ошибки синхронизации (а) и количественной меры JPR (б) от параметра связи λ для однонаправ-
ленно связанных систем Рёсслера и Лоренца

Fig. 3. Dependencies of the synchronization error (a) and quantitative measure JPR (b) on the control parameter λ for
unidirectionally coupled Rössler and Lorenz systems
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что позволяет произвести примерную оценку
порогового значения возникновения синхронно-
го режима. Так, из рис. 3, а видно, что JPR
для однонаправленно связанных системЛоренца
и Рёсслера достигает уровня насыщения JPR≈
≈ 0.25 при значении параметра λ ≈ 6.6, что
можно считать примерной оценкой порога обоб-
щенной синхронизации.

Аналогичные результаты демонстрируют
и другие системы, указанные в табл. 1. В табл. 2
приведены границы режима обобщенной син-
хронизации, полученные с помощью классиче-
ских методов диагностики синхронного режима
и метода расчета совместной вероятности повто-
рения, а также оцененная точность последнего
метода, рассчитанная по формуле:

δ =
|λs −λJPR|

λs
. (8)

Из таблицы видно, что для однотипных
систем метод расчета средней вероятности по-
вторения с высокой степенью точности совпа-
дает со значениями, полученными с помощью
классических методов диагностики обобщенной
синхронизации, а для систем различных типов
метод расчета JPR демонстрирует менее точные
результаты.

Заключение

Таким образом, метод расчета рекуррент-
ных диаграмм позволяет определить границу
обобщенной синхронизации в однонаправлен-
но и взаимно связанных системах с различной
топологией аттрактора. Полученные результаты
находятся в хорошем соответствии с резуль-
татами расчета спектра показателей Ляпунова
и ошибки синхронизации. Но для случая взаимо-
действия систем различных типов метод расчета
коэффициента JPR (метод рекуррентного анали-
за) работает плохо (не выходит на значение 1).
Однако характерное наличие полки насыще-
ния, позволяет качественно определить порог
синхронизации, который не сильно различается
со значением порога, полученного с помощью
классических методов диагностики синхронного
режима.
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