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Введение

Согласно теории возмущений в квантовой
механике переход между стационарными со-
стояниями (модами) частицы в потенциальной
яме инициируется суперпозиционным состояни-

ем мод, возникающим из исходного состояния под
действием возмущения. При этом коэффициенты
суперпозиции являются комплексными амплиту-
дами вероятностей, непрерывно меняющимися
во времени в согласии с уравнением Шрёдин-
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гера [1–4]. Этот ненаблюдаемый процесс после
окончания возмущения оставляет объект в су-
перпозиционном состоянии, которое может реду-
цировать к наблюдаемому конечному состоянию
с вероятностью, определяемой проекционным
постулатом [1, 5, 6]. Для редукции требуется вза-
имодействие с классическим прибором и обмен
энергии с ним, чем обеспечивается возможность
регистрации перехода.

Следует отметить высказанное в книге [4,
с. 223] мнение о том, что переход совершается
не скачком, а разыгрывается во времени, так как
вероятность перехода определяется характером
возмущения и его зависимостью от времени.

Редукцию также нельзя считать мгновенной.
Представление о мгновенной редукции вносит
некоторые неясности в картину перехода. По-
скольку в результате перехода совершается обмен
квантом энергии с классическим окружением,
в этом обмене участвует редукция. Если квант
энергии перехода уходит на излучение, то в
рамках полуклассической теории должен образо-
ваться волновой цуг на боровской частоте пере-
хода с энергией, равной кванту энергии, притом
со случайной длиной, среднее значение которой
соответствует объему когерентности такого фо-
тона-пакета [7]. Но протяженный волновой цуг
не может возникнуть мгновенно. Заметим, что
на противоречие между представлением о мгно-
венном скачке между состояниями и излучением
при этом волнового цуга давно обращал внимание
Э. Шрёдингер [8, с. 264].

Если принять ту точку зрения, что квантовая
механика применима ко всем объектам, включая
приборы и наблюдателя, то получение классиче-
ского результата квантового измерения с мгновен-
ным скачком может парадоксально переноситься
на самый конец измерительной цепочки – созна-
ние наблюдателя [5, 6, 9].

Заметим, что В. Гейзенберг, по свидетель-
ствуМ. Борна, пришел к отказу от наблюдаемости
атомарных орбит, в том числе из релятивистских
соображений [10]. С этой точки зрения мгновен-
ная редукция, поскольку она должна сопровож-
даться изменением области локализации частицы
со сверхсветовой скоростью, невозможна.

Подобные неясности в картине квантового
перехода устраняются, если принять, что ре-
дукция, как и переход в целом, происходит
в некотором, пусть малом, масштабе времени.
В настоящей статье рассмотрена модель кванто-
вого перехода между стационарными состояния-
ми с динамической редукцией.

1. Исследуемая квантовая система

Состояния частицы описываются в картине
Шрёдингера на основе спектра энергий и волно-
вых функций стационарных состояний в задан-
ном потенциальном поле. Для контроля над уров-
нем возмущений, приводящих к переходам между
модами, полезно также знать эффективные раз-
меры областей пространственной локализации –
ширины мод. Учитывая эти аспекты, рассмотрим
одномерную частицу в потенциальной яме конеч-
ной глубины U(x) = −U0/(coshαx)2, показанной
на рис. 1. Глубина ямыU0 = 3.5, ширина ямы α =
= 1. При этих параметрах остается только три
дискретных уровня отрицательной энергии, что
максимально упрощает вычисления и картину пе-
реходов, не сводя в то же время задачу к случаю
единственного перехода между двумя дискретны-
ми уровнями.

Рис. 1. Дискретный спектр энергий в потенциальной яме
U(x) =−U0/(coshαx)2,U0 = 3.5, α = 1

Fig. 1. Discrete spectrum of energies in the potential well
U(x) =−U0/(coshαx)2,U0 = 3.5, α = 1

Вычисление энергии стационарных состоя-
ний и вещественных модовых волновых функций
выполним на основе решения, приведенного в то-
ме [2]. Энергия определяется выражением:

En=−ℏ2α2

8m

[
−(1+2n)+

√
1+

8mU0

ℏ2α2

]2
,n= 0,1,2 . . .

(1)
Модовые волновые функции даются формулой:

ψn(x)=A
(
1−ξ2

) ε
2 F
[

ε−s,ε+s+1,ε+1,
(1−ξ)
2

]
,

(2)
где A – нормирующий множитель, ξ = thαx,
F [α,β,γ,z] – гипергеометрическая функция, ε =

=
√
−2mEn
ℏα , s =

( 1
2

)(
−1+

√
1+8mU0
ℏ2α2

)
.

Вычисленные по формулам (1), (2) модо-
вые функции и квадраты их модулей (плотности
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вероятности) показаны на рис. 2. При вычисле-
ниях использовалась атомная система единиц ℏ=
= m = 1.

а/а

б/b

в/c

Рис. 2. Волновые функции мод (тонкие линии) и плот-
ности вероятности (жирные линии), интерполированные
по узлам расчетной сетки. Число узлов N = 1000. Дли-
на расчетной области L = 60. Ширина with каждой
моды дана числом узлов с графической точностью: мо-
да 0, width ~ 100 (а); мода 1, width ~ 200 (б); мода 2,

width ~ 800 (в)

Fig. 2. Wave functions of modes (thin lines), the probability
densities (thick lines) interpolated by the nodes of the
computational grid. The number of nodes is N = 1000. The
calculation domain length is L = 60. Mode widths are given
by the number of nodes with a graphical precision: mode 0,
width ~ 100 (a); mode 1, width ~ 200 (b); – mode 2,

width ~ 800 (с)

Если добавить к потенциальной функции
U(x) постоянную величину U

′
= const, то мо-

довые функции останутся неизменными, а энер-
гетические уровни сдвинутся на U

′ . Это прямо

следует из вида стационарного уравнения Шрё-
дингера при таком преобразовании:

−
(
ℏ2

2m

)
∇2ψ′+

((
U(x)+U

′)−E
′)ψ′ =

=−
(
ℏ2

2m

)
∇2ψ+(U(x)− (E ′−U ′))ψ = 0.

(3)

В результате собственные частоты ωn = En/ℏ
в фазовых множителях стационарных волновых
функций ψn(x)exp(−iωnt) изменяются, т. е. в кар-
тине Шрёдингера квантовая система и ее дина-
мика становятся несколько другими, подчиняясь
нестационарному уравнению с другой потенци-
альной функцией. Это хорошо видно из сопостав-
ления состояний частицы в яме с отрицательной
энергией (отрицательными собственными часто-
тами) и состояний в яме, поднятой по энергии
так, что уровни энергии (собственные частоты)
становятся положительными, не меняя своего вза-
имного расположения. При переходе к более вы-
соким уровням положительной энергии частоты
возрастают, а периоды уменьшаются, в то время
как при переходе к более высоким уровням отри-
цательной энергии модули частот уменьшаются,
а периоды возрастают. Следовательно, пропор-
циональность между энергией и частотой будет
соблюдена только в случаях, когда спектр энергий
состоит из величин одного и того же знака.

2. Возмущение исходного стационарного состояния

В теории возмущений установлено, что для
перехода из стационарного состояния частицы
ψn в состояние ψm необходимо подвергнуть ее
такому воздействию, чтобы образовалась супер-
позицияψ=∑k Ckψk состоянийψk, среди которых
присутствует ψm. Запишем нестационарное урав-
нение Шрёдингера нашей одномерной задачи
в виде:

iℏ
(

∂ψ
∂t

)
=−

(
ℏ2

2m

)(
∂2

ψ
∂x2

)
+(U(x)+V (x, t))ψ,

(4)
где V (x, t) – потенциал возмущения. Эквивалент-
ная уравнению Шрёдингера (4) система урав-
нений для амплитуд вероятностей Cm перехода
в состояние m имеет вид [2–4]:

iℏ
(

∂Cm

∂t

)
=∑

k
Vmk(t)exp(iωmkt)Ck(t),∑

k
|Ck(t)|2=1,

(5)
где Vmk(t) =

∫
ψ∗

m(x) V (x, t)ψk(x)dx – матрич-
ный элемент перехода в состояние ψm, ωmk =
= (Em −Ek)/ℏ – боровская частота. Если ограни-
чить энергию возмущения V (x, t) частицы внутри

Методический отдел 379



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Физика. 2025. Т. 25, вып. 3

потенциальной ямыU(x)< 0 так, чтобы не проис-
ходило переходов в область непрерывного спек-
тра энергий E > 0, уравнения (5) можно решать
численно, не прибегая к приближениям теории
возмущений.

Рассмотрим дипольное гармоническое воз-
мущение с энергией взаимодействия в виде
V (x, t) = qxcosωt, где q – амплитуда силы, дей-
ствующей на заряженную частицу в яме, ω –
частота. Полагая ω = 0, можно рассматривать так-
же стационарные возмущения.

На рис. 3 представлены некоторые резуль-
таты численного решения системы дифферен-
циально-алгебраических уравнений (5) с помо-

щью процедур NDSolve компьютерной системы
Mathematica. Сила возмущения q назначалась
(кроме случая 3, г) с учетом приблизительной
оценки значений, при которых маловероятны пе-
реходы в состояния с непрерывным спектром
энергии:

q <
min(|Em| , |En| )

max(wm/2,wn/2)
, (6)

где wn – эффективная ширина протяженности мо-
ды, определяемая параметром width (см. рис. 2).

Цепочка изображений а, б, в на рис. 3
показывает, что при резонансных возмущениях
на частотах ω = ω01 и ω = ω21 между уровня-
ми (E0, E1) и (E2, E1) возникают осцилляции

а/а г/d

б/b д/e

в/c е/f

Рис. 3. Вероятности присутствия мод с энергиями E0, E1, E2. Время на оси абсцисс отложено в единицах периодов,
соответствующих боровским частотам: резонансное инициирование перехода 0 → 1, сила возмущения q = 0.0035 (а);
резонансное инициирование перехода 1 → 2, q = 0.00035 (б); резонансное индицирование перехода 2 → 0, q =
= 0.00035 (в); стационарное возмущение моды 0, q = 0.35 (г); стационарное возмущение моды 1, q = 0.00035 (д);

стационарное возмущение моды 2, q = 0.00035 (е)
Fig. 3. Probabilities of modes E0, E1, E2. Time on the abscissa is plotted in units of periods corresponding to Bohr frequencies,
resonant initiation of transition 0 → 1, force of disturbance q = 0.0035 (a); resonant initiation of transition 1 → 2, q =
= 0.00035 (b); resonant initiation of transition 2 → 0, q = 0.00035 (c); stationary disturbance of mode 0, q = 0.35 (d); stationary

disturbance of mode 1, q = 0.00035 (e); stationary disturbance of mode 2, q = 0.00035 (f )
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Раби [11]. На языке кубитов это означает, что
в рассматриваемой трехуровневой схеме имеется
два кубита. В то же время на частоте ω = ω02

вероятность исходного состояния остается рав-
ной единице, несмотря на возмущение, то есть
переход не инициируется (запрещен), Такую кар-
тину можно связать с особенностями матричных
элементов дипольного перехода между модами,
показанными на рис. 2. Согласно вычислениям,
эти элементы образуют матрицу вида:

[[Vmk]] =


0 V01 0

V01 0 V12

0 V12 0

 . (7)

Так как V02 = 0, то переход 0–2 запрещен, и кроме
того, переходы 0–1, 1–2 не влияют друг на друга.

Сравнение цепочек (а, б, в) и (г, д, е)
на рис. 3 подтверждает очевидную констатацию,
что при нерезонансном стационарном возмуще-
нии приложенная сила должна быть существенно
больше, чем в случае резонансного воздействия.
При стационарном возмущении могут возникнуть
осцилляции вероятности, но с неполной ампли-
тудой и с частотой порядка боровской частоты
ωmn = (Em −En)/ℏ, в отличие от частоты Раби
Ω = |Vmn|

ℏ при резонансном возмущении.
После окончания возмущения квантовая си-

стема может оказаться в новом стационарном
состоянии, если в момент окончания вероятность
этого состояния равна единице. На графиках из-
менения во времени вероятностей такие события
случаются, но редко, и обычно возмущение остав-
ляет после себя суперпозициюмод, которую затем
могут нарушить декогеренция от чистой суперпо-
зиции к смешанному состоянию и (или) редукция
к одной моде в результате взаимодействия с клас-
сическим окружением [9].

3. Редукция к конечному стационарному состоянию

Стационарные состояния характеризуются
определенной энергией, что позволяет по изме-
рениям выделенной или поглощенной энергии
ориентироваться, между какими из этих со-
стояний произошел переход. Модовые функции
стационарных состояний вещественны, и предпо-
ложительно процесс редукции должен заключать
в себе выделение действительной части редуциру-
емой функции. Такое предположение оправдано
тем, что действительная и мнимая части волновой
функции ψ = ψr + iψi сходным образом преобра-
зуются друг через друга, Это хорошо видно, если

уравнение Шрёдингера записать в виде системы
двух вещественных уравнений [12]:

∂ψr

∂t
=

(
1
ℏ

)
Hψi, (8a)

∂ψi

∂t
=−

(
1
ℏ

)
Hψr, (8b)

которые в случае не зависящего явно от времени
гамильтониана H приводятся к одному и тому же
для ψr и ψi дифференциальному уравнению вто-
рого порядка по времени и четвертого порядка
по координатам:

∂2ψr,i

∂t2
=−

(
1
ℏ2

)
H2ψr,i. (9)

Таким образом, есть основание предполагать,
что каждая из действительной и мнимой частей
волновой функции несет в себе с течением вре-
мени значимую информацию об описываемом
состоянии.

В работе [13] на примерах с положитель-
ной потенциальной функцией показано, что при
циклическом обнулении мнимой части волновой
функции в резонанс с собственной частотой одной
из мод происходит редукция к этой моде, пу-
тем периодически прерываемой таким способом
эволюции, совершающейся соответственно урав-
нению Шрёдингера. Классический прибор может
выбирать лишь между стационарными состояния-
ми с классическими вероятностями, в смешанном
состоянии мод. Поэтому естественно считать, что
редукция начинается с преобразования комплекс-
ных амплитуд вероятности в их вещественные
модули (хотя и без этого циклическое обнуление
вещественной части, либо мнимой части волно-
вой функции приводит к ее редукции).

Очевидной причиной выживания единствен-
ной моды при периодическом овеществлении
является превращение модовых вещественных
функций остальных мод в комплексные функции,
с убывающей действительной частью. Поэтому
на каждом цикле должно происходить отличное
от 2π, но заметное изменение фаз этих остальных
мод. Если собственный период времени выжи-
вающей моды оказывается для этого недоста-
точным, овеществление редуцируемой функции
может совершаться с интервалом в несколько
периодов, т. е. на субгармонической частоте вы-
живающего состояния.

Таким образом, в предположении, что вза-
имодействие с классическим объектом вероят-
ностно приведет к периодическому резонансному
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прерыванию эволюции волновой функции с об-
нулением ее мнимой части, можно ожидать ди-
намическую редукцию к этому состоянию, т. е.
динамическое завершение квантового перехода.

В данной работе решение уравнения Шрё-
дингера для определения изменений волновой
функции между актами обнуления ее мнимой
части производилось численно по схеме Кран-
ка – Николсона, как и в статье [13]. Результаты
моделирования динамической редукции после

гармонических возмущений на резонансных ча-
стотах в каналах 0–1 и 1–2 (см. рис. 3, а, б,
в) представлены на рис. 4 и 5. В обоих случа-
ях полагалось овеществление волновой функции
с частотой, равной собственной частоте конеч-
ного состояния. Расчеты показали, что за время
редукции возбужденного состояния к конечно-
му стационарному состоянию могли совершиться
сотни колебаний на боровской частоте. Веще-
ственные части и квадраты модулей волновой

а/а а/а

б/b б/b

в/c в/c
Рис. 4. Редукция в конечное состояние после воз-
буждения в резонанс перехода от моды 0 к моде 1:
возмущенное состояние до редукции, сила возмущения
q = 0.0035 (а); текущее состояние во время редукции по-
сле 19 боровских циклов (б); полностью редуцированное

к моде 1 состояние после 61 боровского цикла (в)

Рис. 5. Редукция в конечное состояние после воз-
буждения в резонанс перехода от моды 1 к моде 2:
возмущенное состояние до редукции, сила возмущения
q = 0.00035 (а); текущее состояние во время редукции
после 74 боровских циклов (б); полностью редуцирован-
ное к моде 2 состояние после 224 боровских цикла (в)

Fig. 4. Reduction to a final state after resonant excitation
of the transition from mode 0 to mode 1: disturbed state
before reduction, disturbing force q = 0.0035 (a); current
state during reduction after 19 Bohr cycles (b); completely

reduced to mode 1 state after 61 Bohr cycles (c)

Fig. 5. Reduction to a final state after resonant excitation
of the transition from mode 1 to mode 2: disturbed state
before reduction, disturbing force q = 0.00035 (a); current
state during reduction after 74 Bohr cycles (b); completely

reduced to mode 2 state after 224 Bohr cycles (c)

382 Методический отдел



В. И. Цой. Динамика квантового перехода частицы в потенциальной яме

функции даны в моменты времени в единицах
периода, соответствующего боровской частоте.
Пространственные параметры L, N те же, что
на рис. 2.

На рис. 6 представлена редукция к моде
n = 1 из состояния после стационарного воз-
мущения моды n = 0 с силой q = 0.105
в течение 1000 боровских циклов, хотя на рис. 3
показано возмущение с силой q = 0.35 в тече-
ние 10 боровских циклов. Это сделано потому,

а/а

б/b

в/c

Рис. 6. Редукция в конечное состояние после стационарно-
го возбуждения перехода от моды 0 к моде 1: возмущенное
состояние до редукции, сила возмущения q = 0.105 (а); те-
кущее состояние во время редукции после 166 боровских
циклов (б); полностью редуцированное к моде 1 состояние

после 464 боровских циклов (в)
Fig. 6. Reduction to a final state after steady-state excitation of
the transition from mode 0 to mode 1: disturbed state before
reduction, disturbing force q = 0.105 (a); current state during
reduction after 166 Bohr cycles (b); completely reduced to

mode 1 state after 464 Bohr cycles (c)

что последнее значение q в три раза превы-
шает оценочную верхнюю границу (6), но зато
при этом явно выявляются осцилляции вероятно-
стей мод, тогда как при первом значении q эти
осцилляции слишком малы, чтобы проявиться
на рисунке в выбранном масштабе. Овеществ-
ление волновой функции полагалось на пятой
субгармонике собственной частоты конечной мо-
ды n = 1.

То, что время возмущения на первом эта-
пе перехода приводит к изменению соотношения
между вероятностями мод, влияет на последу-
ющую редукцию и затрачиваемое на нее время.
Кроме того, овеществление с периодом, крат-
ным основному собственному периоду, может
заметно увеличивать время редукции, как пока-
зывают вычисления. Поэтому время редукции
нельзя считать жестко определенной величиной.

Заключение

После установления М. Борном, П. Дираком
и Дж. фон Нейманом основ теории квантовых из-
мерений эта теория получила развитие не только
в части математического формализма и решения
вопросов разрешающей способности [9, 14, 15],
но и в переосмыслении самих основ. Сформиро-
вались такие различительные понятия квантовых
измерений, как селективное и неселективное
измерение, декогеренция, ортогональное и неор-
тогональное измерение, четкое и нечеткое из-
мерение, сильное и слабое измерение, прямое
и косвенное измерение, возмущающее и невоз-
мущающее измерение, непрерывное измерение,
квантовая томография, а также выяснилось, что
на понимание квантовых измерений существен-
но влияют интерпретации квантовой механики
[6, 9, 15, 16].

Одним из трудных моментов в теории кван-
товых измерений остается вызываемая взаимо-
действием с прибором редукция к стационарно-
му состоянию. Эта вызвано тем, что редукцию
трудно описать иначе, чем феноменологически
[9, 17].

В статье принята модель динамической ре-
дукции к стационарному состоянию путем кусоч-
но-непрерывной эволюции волновой функции.
Прерывание эволюции (по уравнению Шрёдин-
гера) полагается периодическим, с обнулением
мнимой части волновой функции через проме-
жутки времени, кратные собственному периоду
финального стационарного состояния. Вычис-
ления показали пригодность принятой моде-
ли для частицы в неглубокой квантовой яме
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с отрицательной энергией и отрицательными
собственными частотами. В рассмотренных слу-
чаях масштаб времени редукции составил сотни
периодов, соответствующих боровской частоте
перехода.

Подчеркнем, что в квантовом переходе меж-
ду стационарными состояниями динамика вы-
хода из исходного состояния управляется га-
мильтонианом с учетом потенциала возмущения,
а динамика редукции к финальному состоя-
нию гамильтонианом невозмущенного состоя-
ния. Следовательно, время перехода от одного
уровня энергии к другому складывается из време-
ни возмущения исходного состояния и времени
редукции к финальному состоянию. Поскольку
оба этих промежутка времени не фиксирова-
ны, время перехода носит случайный характер
и может быть достаточным для излучения ква-
зимонохроматических волновых пакетов. Такой
взгляд полнее, чем возможное в теории возмуще-
ний отождествление динамики перехода только
с динамикой вероятности перехода в процессе
возмущения.

Следующими шагами должны быть про-
верка применимости модели для трехмерного
движения частицы, а также поиск схем и воз-
можностей экспериментальной оценки времени
редукции.
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