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Abstract. Background and Objectives: In problems where the model of dynamical system is known and the parameters need to be determined,
researchers most often encounter the problem of ”getting stuck”in local minima of the cost function. Most known methods do not guarantee
finding the global minimum, although they increase the probability of finding it. A known method of avoiding local maxima, which consists of
simultaneously using several cost functions that behave differently in the vicinity of local minima, detecting the minimum as local, in some cases
does not find a way to leave the region of the local minimum of the cost function. In this paper, we propose an improvement in the latter method,
which allows finding the globalminimumwith a higher probability.Materials andMethods: In this paper, 4 different error valueswere calculated
at each iteration of the parameter selection algorithm. The parameter values were saved when at least one of the cost functions reaches a new
minimum value. Both the parameters were varied, and the random choice between the saved sets of parameters corresponding to the smallest
value of at least one of the cost functions was made, when the procedure is “getting stuck” in local minima. Results: An improved algorithm for
estimating the values of control parameters of ordinary differential equationmodels has been presented. Themethod demonstrates good results
in restoring the parameters of the considered dynamical system both in the case of steady-state solutions different from the equilibrium state
and in the case of transient processes. Conclusion: As the results of numerical modeling using the described algorithm have shown, preserving
several sets of parameters that correspond to the best values of error values allows us to avoid local minima of cost functions with a higher
probability in the presence of noise.
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Введение

Модели динамических систем в виде обык-
новенных дифференциальных уравнений широ-
ко применяются во многих научных областях,
включая физику, химию, биологию, медици-
ну, инженерию, науки об окружающей среде,
климатические исследования [1–5]. Когда иссле-
дователи работают с системами, описываемыми
обыкновенными дифференциальными уравнени-
ями, они сталкиваются с прямой задачей. Она
заключается в определении динамики модели
за все время наблюдения при определенных на-
чальных и граничных условиях, а также в оценке
чувствительности модели к изменениям началь-
ных условий. Более сложная обратная задача
заключается в определении значений парамет-
ров модели в форме дифференциального урав-
нения на основе экспериментальных данных
(временных реализаций). Сложность задачи обу-
словливается наличием множества комбинаций
параметров, которые управляют поведением изу-
чаемой системы.

При построении моделей в форме обыкно-
венных дифференциальных уравнений существу-
ет три ситуации:
– законы функционирования моделируемой
системы не известны, и возможно использо-
вание только описательной статистики;

– исследуемая динамическая система точно
подчиняется известным законам, а ее пара-
метры явным образом включены в модель;

– структура изучаемой системы известна ча-
стично, так что ее параметры остаются
неизвестными [6].
В последнем случае самый неоптимальный

способ поиска параметров – это их перебор,
поскольку даже в случае небольшого количе-
ства параметров, число их комбинаций велико.
По этой причине процесс определения парамет-
ров по экспериментальным данным целесообраз-
но оптимизировать.

В задачах, в которых модель известна, а па-
раметры требуется определить, исследователи
чаще всего сталкиваются с проблемой «застре-
вания» в локальных минимумах функции стои-
мости [7, 8]. Большинство известных методов

не гарантирует нахождение глобального миниму-
ма, хотя и увеличивают вероятность его найти [9].
Наиболее распространенными в задачах опти-
мизации параметров математической модели яв-
ляются градиентные методы, которые состоят
в изменении функции, дающей квадратичную
суммарную ошибку, в сторону ее уменьше-
ния [10]. Такие способы, как метод Ньютона [11],
метод сопряженных градиентов [12] и другие
усовершенствования метода градиентного спус-
ка также подразумевают известность решения
модели в общем явном виде, в силу чего их при-
менение для моделей в виде систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений затруднено.

Кроме того, градиентные методы характери-
зуются существеннымнедостатком – попаданием
функции стоимости в локальные минимумы. По-
этому их часто применяют совместно с другими
методами, увеличивающими вероятность избе-
жать подобную ситуацию. Некоторые из этих
решений включают в себя методы мультистар-
товой оптимизации [13], многокритериальной
оптимизации [14], случайных перезапусков [15],
имитации отжига [16], оптимизации серого вол-
ка [17], кита [18], пламени мотылька [19], алго-
ритм оптимизации роевого интеллекта [20] и др.

В [8] был предложен новый способ ухода
от локальных максимумов, состоящий в од-
новременном использовании нескольких функ-
ций стоимости, которые ведут себя по-разному
в окрестности локальных минимумов. В рамках
настоящей работы мы предлагаем улучшение ме-
тода, раскрытого в [8], позволяющее с большей
вероятностью находить глобальный минимум.
Исследование проведено на примере компарт-
ментной эпидемиологической модели SIR с нели-
нейной скоростью распространения вируса [21],
на которой, к примеру, проявляется недостаток
ранее предложенного в [8] метода.

Компартментные эпидемиологические моде-
ли с нелинейными характеристиками в насто-
ящее время широко используются в области
нелинейной динамики [22, 23]. Следуя рабо-
те [8], на каждой итерации алгоритма подбора
параметров вычислялись 4 различные величины
ошибки. Однако значения параметров сохра-
нялись в памяти компьютера по достижении
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нового минимального значения хотя бы по одной
из функций стоимости. В случае «застревания»
функции стоимости осуществлялись не только
вариации параметров, но и случайный выбор
между сохраненными наборами параметров, от-
вечающими наименьшему значению хотя бы
одной из функций стоимости.

1. Описание улучшенного алгоритма восстановления
параметров дифференциальной модели

Поиск параметров дифференциальной мо-
дели представляет собой сложную задачу из-за
необходимости интегрирования модели для
оценки её соответствия данным, что требует
учёта предыдущих состояний, поскольку без
этого состояние модели в каждый момент вре-
мени не может быть определено. Однако это
открывает возможность введения различных
функций стоимости, основанных на эволюции
модели. Рассмотрим модель динамической систе-
мы, представляемую в следующем общем виде:

du⃗
dt

= F⃗ (⃗u, p⃗), (1)

где вектор u⃗ задает фазовое состояние модели
в произвольный момент времени t, а векторная
функция F⃗ (⃗u, p⃗) определяет эволюцию модели
в зависимости от значений векторных парамет-
ров p⃗ и может быть, например, задана в виде
многомерного степенного полинома с параметра-
ми перед каждым из слагаемых этого полинома.
Предлагаемый алгоритм разработан для опи-
санной модели в общем виде, и большинство
моделей динамических системможно свести к та-
кому виду.

В качестве основной ошибки E f будем ис-
пользовать величину

E f =
1

PN

P

∑
i=1

N

∑
j=1

(x j,i − y j,i)
2, (2)

где P – количество точек в исходных данных,
N – размерность фазового пространства исход-
ных данных модели, индекс j = 1, 2, . . ., N
отвечает номеру динамической переменной, а ин-
декс i – номеру момента времени ti, x j,i – значение
переменной с номером j в момент времени ti
для исходных данных. При расчете E f для по-
лучения значений y j,i = u j,i, соответствующих
значениям x j,i, настраиваемая модель интегри-
руется независимо от исходных данных; только
начальное состояние выбирается равным соот-
ветствующему исходным данным x0,i начальному

состоянию. Значения y j,i = u j,i получаются в ре-
зультате интегрирования модели (1) в течение
времени t ∈ [t0; tP]. Отклонение состояний моде-
ли может значительно различаться для разных
точек, поэтому в качестве второй оценки це-
лесообразно также рассмотреть максимальное
значение отклонений

maxE f =
P

max
i=1

1
N

N

∑
j=1

(x j,i − y j,i)
2, (3)

которое также подлежит минимизации (под max
понимается оператор нахождения максималь-
ного значения). В уравнении (3) обозначения
соответствуют обозначениям в уравнении (2).

В функциях стоимости (2) и (3) ошибка оце-
нивается за весь период рассмотрения модели
без коррекции начальных условий в промежуточ-
ных точках, известных из исходных данных x j,i,
в результате этого на выбор параметров моде-
ли оказывает влияние только вклад начальных
условий (отвечающих исходным данным в на-
чале процесса). Для учета влияния всех точек
исходных данных при моделировании в качестве
функции стоимости используется значение [8]

Ep =
1

PN

P

∑
i=1

N

∑
j=1

(x j,i − z j,i)
2, (4)

где значения z j,i = u j,i, соответствующие исход-
ным данным x j,i в моменты времени с номерами
i для переменных с номерами j, получается
при корректировке начальных условий в мо-
дели так, чтобы они совпадали с исходными
данными в контрольных точках. Другими слова-
ми, начальные условия модели устанавливаются
в каждый из моментов времени ti (кроме по-
следнего tP), после чего модели интегрируется
до следующего момента времени ti+1. Значе-
ния z j,i получаются в результате интегрирования
подстраиваемой модели в течение промежутка
времени t ∈ [ti 1; ti]. Аналогичным образом рас-
сматривается не только средняя ошибка (4), но и
максимальное отклонение от данной траектории

maxEp =
P

max
i=1

1
N

N

∑
j=1

(x j,i − z j,i)
2. (5)

Определенные таким образом ошибки позво-
ляют оценивать степень соответствия модели при
заданных параметрах исходным данным. При
наилучшем соответствии E f = maxE f = Ep =
= maxEp = 0. Для восстановления значений
параметров модели, представляемой системой
обыкновенных дифференциальных уравнений,
будем рассматривать две копии такой модели,
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первая из которых используется для создания ис-
ходных данных, по которым восстанавливаются
параметры во второй модели. Первая система
численно интегрируется методом Рунге – Кут-
ты с достаточно малым шагом 0.001, однако
для второй системы в качестве исходных дан-
ных выбирается небольшое количество точек
от 10 до 100 из исходной временной реализа-
ции, полученной в первой копии модели. Точки
выбираются так, чтобы охватить как можно боль-
ше уникальных наборов значений переменных,
например, с равномерным шагом по времени
из части временной реализации, характеризую-
щейся немонотонным поведением.

Ниже представлено описание улучшенного
(в сравнении с [8]) алгоритма восстановления
параметров на примере эпидемиологической мо-
дели SIR [21], описываемой системой уравнений:

dS
dt

= B−DS−βI(S +vIS)+ γR,

dI
dt

= βI(S +vIS)−αI −DI,

dR
dt

= αI − γR−DR,

(6)

Модель является трехмерной (N = 3) и харак-
теризуется наличием зависимости между пере-
менными величинами: S(t) + I(t) + R(t) = M(t),
где M(t) – численность популяции, которая
по отношению к эпидемиологическим процес-
сам изменяется медленно. Переменные S, I, R
определяют численности способных заразиться,
инфицированных и имеющих иммунитет ча-
стей популяции, соответственно. Параметры B,
D определяют естественные прирост и убыль
населения, соответственно; β, v – линейную
и нелинейную скорости распространения эпи-
демии, соответственно; γ – скорость потери
иммунитета; α – скорость приобретения имму-
нитета. Алгоритм, представленный в работе [8],
не обеспечивает восстановление параметров эпи-
демиологической модели SIR (6), что может
быть связано с наличием сильной взаимосвя-
занностью переменных S(t) + I(t) + R(t) = M(t)
и наличием большого количества сосуществую-
щих решений, характеризующихся нейтральной
устойчивостью в одном из направлений трехмер-
ного фазового пространства [21].

На подготовительном этапе подстройки па-
раметров необходимо записать модель таким
образом, чтобы она соответствовала системе
(1) с многомерными степенными полиномами
в правой части. В случае u⃗ = (S, I, R) такое преоб-
разование для модели (6) выглядит следующим

образом:

dS
dt

= p0− p1S− p2IS− p3I2S+ p4R,

dI
dt

= p2IS+ p3I2S− p5I,

dR
dt

= p6I − p7R,

(7)

где p0 = B, p1 = D, p2 = β, p3 = βv, p4 =
= γ, p5 = α + D, p6 = α, p7 = γ + D. Стоит
отметить, что количество параметров в приве-
денной к виду (1) модели (7) может отличаться
от количества параметров в исходной модели
(6) в большую сторону из-за введения пара-
метров для каждого слагаемого многомерного
степенного полинома. В рассматриваемом случае
количество параметров в исходной модели рав-
но 6, тогда как в приведенной к виду (1) модели
количество параметров равно 7. Вместе с тем,
результаты проведенного исследования показа-
ли, что во всех случаях алгоритм находит набор
параметров, сводимый к исходным параметрам.
Начальные значения массива параметров p⃗ =
= (p1, p2, p3, p4, p5, p6, p7) в модели (7) задаются
произвольным образом или вычисляются на ос-
нове произвольных значений параметров в моде-
ли SIR в виде (6). Также на подготовительном
этапе произвольным образом выбирается пара-
метр для произвольного изменения (уменьшения
или увеличения). После установки произвольных
начальных значений параметров pk, k = 1,2, . . .,
7, произвольного выбора параметра для изме-
нения и характера его изменения (уменьшения
или увеличения произвольным образом) и вычис-
ления стартовых значений ошибок E f , maxE f ,
Ep, maxEp в соответствии с выбранными пара-
метрами циклично (до достижения требуемой
точности – минимума ошибки) выполняются сле-
дующие действия:

1. Производится небольшое (порядка
10−4%) изменение значения одного из парамет-
ров pk в соответствии с установленным для него
характером изменения (уменьшения или увели-
чения).

2. Вычисляются ошибки для измененного
вектора параметров и сравниваются с ошибка-
ми на предыдущей итерации. Если хотя бы одна
ошибка уменьшилась, успешная модификация
параметров сохраняется с заменой предыдущей
успешной модификации для данной ошибки.
При этом успешные модификации по другим
функциям стоимости не заменяются. Изменение
(уменьшение или уменьшение) продолжается
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с ускорением до тех пор, пока оно приво-
дит к уменьшению указанной ошибки. Каждый
раз при уменьшении хотя бы одной из оши-
бок найденные успешные модификации меняют
предыдущие успешные модификации для данной
ошибки.

3. В случае отсутствия хотя бы незначи-
тельного улучшения результата на предыдущей
итерации произвольным образом выбирается па-
раметр или группа параметров для последующе-
го изменения. При этом для каждого изменяемого
параметра в случае группы параметров отдельно
определяется характер изменения (уменьшение
или увеличение). Дополнительно произвольным
образом выбирается один из четырех сохранен-
ных векторов параметров в качестве стартового
для следующей итерации (для каждой ошибки
на шаге с номером 2 сохраняется соответствую-
щий ей оптимальный набор параметров).

4. Проверяется необходимость останов-
ки алгоритма, который останавливается либо
по причине достижения требуемой точности,
либо при обнаружении минимумов во всех
функциях стоимостей. Условие достижения точ-
ности проверяется по среднему геометрическому
по всем рассмотренным ошибкам:

⟨E⟩= (E f ·maxE f ·Ep ·maxEp)
1/4 . (8)

По завершении алгоритма выбирается век-
тор, отвечающий минимально достигнутому зна-
чению ошибки maxE f , которая превосходит
по значению все остальные ошибки.

Как показали результаты численного мо-
делирования на основе описанного алгоритма,
сохранение нескольких наборов параметров, от-
вечающих наилучшим значениям величин оши-
бок, позволяет с большей вероятностью избегать
локальных минимумов функций стоимости.

2. Восстановление параметров
эпидемиологической модели

Для демонстрации работы алгоритма ми-
нимизации ошибки, описанного выше, проин-
тегрируем систему (6) с шагом интегрирования
0.05 методом Рунге – Кутты четвертого порядка
в течение 100 единиц безразмерного системно-
го времени. Полученную реализациюфильтруем,
выбирая для эксперимента 41 точку (с шагом
2.5 единицы безразмерного времени) и добавля-
ем к каждой из точек значение источника белого
гауссовского шума со среднеквадратичным от-
клонением σ2. Затем запускаем разработанный

алгоритм минимизации ошибки, задав значи-
тельно отличающиеся от истинных значения
параметров B = D = β = v = γ = α = 0.1.

Результат работы алгоритма проиллюстри-
рован на рис. 1–4 для двух наборов исходных
параметров модели и двух значений парамет-
ра шума σ. На всех рисунках под литерой а/а
отображается зависимость величины ошибки E
(в смысле формулы (8)) от числа итераций, под
литерой б/b – относительные ошибки определе-
ния параметров, обозначаемые через φ(p), под
литерой в/c дается график зависимости x(t) в вос-
станавливаемой модели. Относительные ошибки
вычисляются как φ(p) = (p − pист)/pист, где p
представляет собой текущее значение подбира-
емого параметра, а pист – искомое значение
параметра. Горизонтальной пунктирной линией
(на рисунках с литерой а) и численно (на ри-
сунках с литерами а и б) отмечен уровень
максимальной величины ошибки по завершении
работы алгоритма.

На рис. 2 представлены результаты числен-
ного моделирования и подбора параметров для
случая, когда система (6) демонстрирует одно
колебание и стремится к состоянию равновесия
(рис. 2, в). Несмотря на то, что динамика моде-
ли является очень простой и кривая зависимости
x(t) характеризуется только одним локальным
минимумом, с помощью предложенного алгорит-
ма удается достаточно быстро (20712 итераций)
и точно (самая большая ошибка φ(γ) = 1.9%) вос-
становить исходные параметры модели.

На рис. 3 представлены результаты для ре-
жима модели (6), характеризующегося иным ха-
рактером приближения к состоянию равновесия
(рис. 3, в). Предположительно, значительное уве-
личение времени работы алгоритма обусловлено
более сложной формой траектории в фазовом
пространстве. Однако параметры были восста-
новлены в худшем случае с точностью 0.8%.
В предыдущем случае худшая точность состави-
ла 1.9%, что может быть связано с достаточно
простой формой траектории в фазовом простран-
стве и сложностью отличить ее от подобных
траекторий, наблюдаемых при других наборах
значений параметров модели.

Нужно отметить, что оба эксперимента (см.
рис. 1 и 2) были проведены в условиях незначи-
тельногошума (σ2 = 10−9). На рис. 3 и 4 представ-
лены результаты для случая достаточно большой
интенсивности шума (σ2 = 10−3). В случае ти-
пичных для модели значений параметров (см.
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Рис. 1. Результаты работы
алгоритма для B = 0.01,
d = 0.01, β = 0.06, v =
= 10, γ = 0.001, α = 0.031,
σ2 = 10−9: зависимость
ошибки E от числа ите-
раций (а); относительные
ошибки определения пара-
метров модели (б); график
моделируемой переменной

x(t) (в) (цвет онлайн)

Fig. 1. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.06, v = 10,
γ = 0.001, α = 0.031, σ2 =
= 10−9: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c

Рис. 2. Результаты работы
алгоритма для B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07,α = 0.07, σ2 = 10−9:
зависимость ошибки E от
числа итераций (а); относи-
тельные ошибки определе-
ния параметров модели (б);
график моделируемой пере-
менной x(t) (в) (цвет онлайн)

Fig. 2. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07, α = 0.07, σ2 =
= 10−9: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c
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Рис. 3. Результаты работы
алгоритма для B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.06, v = 10,
γ = 0.001, α = 0.031, σ2 =
= 10−3: зависимость ошиб-
ки E от числа итераций
(а); относительные ошиб-
ки определения параметров
модели (б); график модели-
руемой переменной x(t) (в)

(цвет онлайн)

Fig. 3. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.06, v = 10,
γ = 0.001, α = 0.031, σ2 =
= 10−3: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c

Рис. 4. Результаты работы
алгоритма при B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07,α = 0.07, σ2 = 10−3:
зависимость ошибки E от
числа итераций (а); относи-
тельные ошибки определе-
ния параметров модели (б);
график моделируемой пере-
менной x(t) (в) (цвет онлайн)

Fig. 4. Numerical results
obtained for B = 0.01, d =
= 0.01, β = 0.07, v = 10,
γ = 0.07, α = 0.07, σ2 =
= 10−3: dependence of the
error E on the number of
iterations (a); relative errors
by determining the model
parameters (b); graph of the
modeled variable x(t) (c)

(color online)

а/а б/b

в/c
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рис. 3) траектория восстановлена с хорошей точ-
ностью с ошибкой порядка интенсивности шума.
Однако эта траектория получена при парамет-
рах, значительно отличающихся от исходных.
Это свидетельствует о том, что при достаточно
большой интенсивности шума рассматриваемый
режим становится неотличимым от подобных
режимов на уровне шума с выбранной интенсив-
ностью σ2 = 10−3.

Интересно, что в случае более сложной
траектории (рис. 4) восстановление параметров
происходит гораздо лучше (с худшей ошибкой
меньше 50% при интенсивности шума σ2 = 10−3).
При этом результат, по точности сравнимый
с интенсивностью шума, в случае значительно-
го значения параметра σ достигается гораздо
быстрее (см. рис. 4), чем в случае незначи-
тельно возмущенной исходной траектории (см.
рис. 2). Таким образом, алгоритм восстановления
модели с неизвестными параметрами хорошо по-
казывает себя в случае зашумленных исходных
данных.

На рис. 5 приведены результаты для се-
рии запусков исследуемого алгоритма подбора
параметров модели для случаев с различной
интенсивностью шума. Во всех примерах удает-
ся достаточно хорошо восстановить траекторию
модели, что проиллюстрировано линейной зави-
симостью средней ошибки ⟨E ⟩ = (4σ)2 (линия
на рис. 5, а). Однако параметры исходной моде-

ли восстанавливаются достаточно точно (ошибка
менее 10%) только при σ < 10−3. При σ > 10−3

точно восстанавливаются только некоторые пара-
метры, тогда как большая часть заметно отлича-
ется по величине от исходных.

Таким образом, предложенный улучшенный
алгоритм восстановления параметров диффе-
ренциальной модели по временной реализации
демонстрирует хорошие результаты при нали-
чии шума достаточно большой интенсивности
σ∼5 ·10−4.

Заключение
На примере компартментной эпидемиологи-

ческий модели SIR представлен алгоритм, поз-
воляющий с задаваемой точностью восстанав-
ливать значения параметров дифференциальной
системы. Для обнаружения локальных мини-
мумов вычисляются четыре величины ошибки,
как описано в работе [8], но ошибки E f и Ep

определены как средние величины, что поз-
воляет сравнивать все четыре ошибки между
собой. Кроме того, для увеличения вероятности
обнаружения глобального минимума, когда все
четыре ошибки минимальны, было предложе-
но сохранять значения параметров, отвечающие
достигнутым локальным минимумам и перио-
дически возвращаться к сохраненным наборам
значений параметров в случае «застревания» ал-
горитма. Такая модификация способа является

а/а б/b

Рис. 5. Зависимости средней величины ошибки (а) и относительных ошибок определения параметров системы (б)
от значения характеристики шума σ (горизонтальной линией отмечен уровень, ниже которого относительная ошибка
величины параметра меньше 10%). Круглыми точками обозначены результаты при B = 0.01, d = 0.01, β = 0.06, v = 10,

γ = 0.001, α = 0.031, а треугольниками – при B = 0.01, d = 0.01, β = 0.07, v = 10, γ = 0.07, α = 0.07
Fig. 5. Dependences of the obtained values of the cost function (a) and relative errors of the parameter values (b) on the value
of the noise parameter σ. The horizontal line indicates the level below which the relative error of the parameter value is less
than 10%. The round dots indicate the results for B = 0.01, d = 0.01, β = 0.06, v = 10, γ = 0.001, α = 0.031, and the triangles

indicate the results for B = 0.01, d = 0.01, β = 0.07, v = 10, γ = 0.07, α = 0.07
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более гибкой, поскольку обеспечивается автопод-
стройка алгоритма под наиболее изменяющуюся
функцию стоимости в каждом отдельном случае.

Для оценки работы алгоритма предлагает-
ся вычислять среднее геометрическое по всем
ошибкам, а не использовать только максималь-
ную из них. Среднее геометрическое характе-
ризует качество набора значений параметров
в целом по всем ошибкам, тогда в случае застре-
вания алгоритма может быть выбран наилучший
из сохраненных наборов параметров. Это осо-
бенно полезно при наличии шума в исходных
данных, из-за которого глобальный минимум
функции стоимости может оказаться меньше ин-
тенсивности шума и перестать быть различимым.

Представленные результаты демонстрируют
возможность восстановления параметров моде-
ли, характеризующейся высокой степенью муль-
тистабильности, в которой, кроме того, существу-
ют очень близкие между собой траектории при
заметно различающихся значениях параметров.
Восстановление параметров реализуется даже
при достаточно большой интенсивности шума,
добавленного к исходным данным, что иллю-
стрирует устойчивость предложенного метода,
дающего заметное отличи7е локальных миниму-
ма от глобального.

В то же время существуют случаи, когда
алгоритм не обнаруживает новых значений пара-
метров, ведущим к уменьшению хотя бы одной
из используемых функций стоимости. Это про-
исходит в том случае, когда все четыре функции
стоимости оказались в своих локальных мини-
мумах. Разрешение подобной ситуации требует
дальнейших исследований. Возможно, полезным
будет использование случайных комбинаций зна-
чений параметров из разных наборов, отвечаю-
щим различным минимумам функций стоимо-
стей, потому что в проведенных исследованиях
нередко часть параметров восстанавливалась хо-
рошо в одном локальном минимуме, а другая
часть – в другом локальном минимуме.

В работе исследовано применение алгорит-
ма поиска параметра модели, задаваемой мно-
гомерными степенными полиномами в правой
части, однако возможность использования рас-
крытого метода для моделей с более сложными
нелинейными слагаемыми не исследована.
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