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Abstract. Background and Objectives: Quasi-periodic oscillations are widespread in nature and technology. In the phase space, quasi-periodic
oscillations with a different number of incommensurable frequencies correspond to invariant tori of different dimensions. Multiparametric
analysis of high-dimensional systems is quite difficult. The way out of this situation can be the transition from systems with continuous time
to discrete maps. Materials and Methods: In the paper we use a discretization method for the transition from a continuous-time system (two
coupled quasi-periodic generators) to a new high-dimensional map. The time derivatives are replaced by finite differences. There is a new
additional parameter corresponding to the discretization step,with the variation ofwhich the system can demonstrate new interesting properties.
Results: A new high-dimensional map has been obtained by the discretization method of differential equation system of coupled quasi-periodic
generators. For this map, charts of Lyapunov exponents have been constructed in the plane of the frequency detuning of generators and the
coupling magnitude. The existence of invariant tori of different dimensions has been demonstrated. Graphs of Lyapunov exponents and Fourier
spectra have been presented. The evolution of maps with an increase of the discretization parameter has been investigated, the destruction of
high-dimensional tori has been demonstrated. The influence of noise of different intensity has been studied. Conclusion: The two-parameter
Lyapunov analysis of the new high-dimensional map made it possible to identify regions of invariant tori of different dimensions, up to five-
frequency ones. The map demonstrates Fourier spectra characteristic of quasi-periodicity of increasing dimension. Quasi-periodic bifurcations
of invariant tori and an Arnold resonance web based on invariant tori of different dimensions have been observed. With the growth of the
discretization parameter, the destruction of high-dimensional tori occurs. An increase in the discretization parameter leads to the destruction
of high-dimensional tori with an increase in the noise intensity.
Keywords: quasiperiodicity, invariant tori, Lyapunov exponents
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Введение

Квазипериодические колебания широко рас-
пространены в природе и технике [1–5]. Они
могут наблюдаться как в неавтономных систе-
мах, так и в определенных типах автономных
систем, своего рода генераторах квазипериоди-
ческих колебаний [6–9]. Одной из интересных
особенностей таких систем является возмож-
ность квазипериодических колебаний с разным
числом несоизмеримых частот, чему в фазо-
вом пространстве отвечают инвариантные торы
разной размерности. Чем выше размерность ис-
ходной системы, тем более высокоразмерные
торы могут наблюдаться. Однако многопарамет-
рический анализ высокоразмерных систем до-
статочно трудоемок. Выходом из этой ситуации
может служить переход от систем с непрерывным
временем к дискретным отображениям. Одним
из простых и в тоже время эффективных приемов
является дискретизация исходной системы, когда
производные по времени заменяются конечны-
ми разностями. Этот прием восходит к первым
исследованиям в области нелинейной динамики
и его продолжают использовать [5, 10, 11]. По-
лученные таким способом отображения в чем-
то наследуют динамику исходной системы, а в
чем-то демонстрируют новые особенности. (Про-
стейшие примеры – переход от одномерной
потоковой системы с седло-узловой бифуркаци-
ей к логистическому отображению, построение
отображения Заславского [5] и т. д.). Существен-
но и то, что появляется новый дополнительный
параметр, отвечающий шагу дискретизации, при
вариации которого система может демонстриро-
вать новые свойства.

В настоящей работе мы применим такой
подход для построения и исследования отобра-
жения, способного демонстрировать квазипери-
одичность высокой размерности (высокоразмер-
ные инвариантные торы). Оно будет получено
путем дискретизации уравнений двух связанных
квазипериодических генераторов [9,12]. Отме-
тим, что в [9] предложено целое семейство
подобных генераторов, пригодное для анализа
автономной квазипериодичности. Там же обсуж-

дается возможность экспериментальной реализа-
ции подобных генераторов.

В настоящей статье авторы используют
наиболее физически мотивированную систему
с единственным устойчивым состоянием равно-
весия.

1. Некоторые аспекты динамики системы
с непрерывным временем и построение
отображения

Будем использовать модель генератора ква-
зипериодических колебаний, предложенную
в [9]:

ẍ− (λ+ z+ x2−βx4)ẋ+ω2
0 x = 0,

ż = b(ε− z)− kẋ2.
(1)

Здесь x, z – динамические переменные, ω0 – соб-
ственная частота генератора. Значения осталь-
ных параметров выбираем аналогично [9, 12]:
ε = 4, b = 1, k = 0.02, β = 1/18. На рис. 1 показана
карта ляпуновских показателей отдельного гене-
ратора на плоскости параметров (ω0,λ). На кар-

Рис. 1. Карта ляпуновских показателей индивидуального
генератора (цвет online)

Fig. 1. Chart of Lyapunov exponents of an individual
generator (color online)
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те P – периодический режим (один ляпуновский
показатель нулевой, остальные отрицательные),
T2 – двухчастотный тор (два нулевых показателя).
Область E – область устойчивого равновесия.

Можно видеть, что генератор демонстри-
рует квазипериодичность в широкой области
собственных частот. Далее выберем значение
ω0 = 2π в середине этой области.

Введем переменную y = ẋ и применим
к полученной системе процедуру дискретизации,
заменив производные конечными разностями.
Получим тогда точечное отображение:

xn+1 = xn +h · yn+1,

yn+1=yn+h · ((λ+zn+x2n−βx4n)yn−ω2
0 xn) ,

zn+1 = zn +h · (b(ε− zn)− ky2n) .

(2)

Здесь h –шаг дискретного времени, новый допол-
нительный параметр. Отметим, что для первого
уравнения дискретизация выполнена по полуяв-
ной схеме Эйлера, т. е. используется значение
переменной y в n+ 1-й момент [6]. Отображение
(2) в [13] названо тор-отображением. Его осо-
бенность – возможность не только двух-, но и
трехчастотной квазипериодичности, а также ква-
зипериодических бифуркаций, т. е. бифуркаций
инвариантных торов [14–17].

Для построения системы с более высокораз-
мерными торами можно использовать систему
двух связанных квазипериодических генераторов
[12]:

ẍ− (λ1+ z+ x2−βx4)ẋ+ω2
0 x+µ(ẋ− u̇) = 0,

ż = b(ε− z)− kẋ2,

ü−(λ2+w+u2−βu4)ẋ+(ω0+∆)2u+µ(u̇−ẋ)=0,

ẇ = b(ε−w)− ku̇2. (3)

Здесь ∆ – частотная расстройка генерато-
ров, µ – параметр связи. Система (3) демон-
стрирует богатую динамику, но требует доста-
точно кропотливого численного исследования
[12]. Для дальнейшего нам понадобится один
из возможных вариантов ляпуновской карты
связанных квазипериодических генераторов, по-
казанный на рис. 2. На этой карте представлены
основные возможные режимы, пояснения даны
справа от рисунка (цветовая палитра) и в под-
писи к рисунку (детали см. в [12]). Отметим,
что размерность инвариантных торов опреде-
ляется по числу нулевых ляпуновских показа-
телей.

Построим точечное отображение. Используя
переменные y = ẋ и v = u̇ и проводя дискретиза-
цию системы (3), получим:

xn+1 = xn +h · yn+1,

yn+1 = yn +h · ((λ1+ zn + x2n −βx4n)yn−
−ω2

0 xn −µ(yn −vn)),

zn+1 = zn +h · (b(ε− zn)− ky2n),

un+1 = un +h ·vn+1,

vn+1 = vn +h · ((λ2+wn +u2n −βu4n)vn−
−(ω0+∆)2un −µ(vn − yn)),

wn+1 = wn +h · (b(ε−wn)− kv2n).

(4)

Рис. 2. Карта ляпуновских показателей двух связанных ге-
нераторов, P – периодический режим, T2 – двухчастотный
тор, T3 – трехчастотный тор, T4 – четырехчастотный тор,
C – хаос. SC – область синхронной квазипериодичности,
OD – область гибели колебаний, BS – область широко-
полосной синхронизации, BQ – область широкополосной
двухчастотной квазипериодичности. (Соответствующее
обсуждение см. в [12].) Значения управляющих парамет-

ров λ1 =−1, λ2 =−0.5 (цвет online)
Fig. 2. Chart of Lyapunov exponents of two coupled
generators, P – periodic mode, T2 – two-frequency torus, T3 –
three-frequency torus, T4 – four-frequency torus, C – chaos.
SC is the region of synchronous quasi–periodicity, OD is the
region of oscillation death, BS is the region of broadband
synchronization, BQ is the region of broadband two–
frequency quasi–periodicity. (For a corresponding discussion,
see [12].) Values of the control parameters λ1 = −1, λ2 = −

−0.5 (color online)

2. Исследование отображения

Прежде всего построим ляпуновскую карту
полученного отображения. Такая карта для ма-
лого значения параметра дискретизации h = 0.01
показана в центре рис. 3. Остальные параметры
теже, что и на рис. 2. Поскольку параметр дискре-
тизации мал, то карта сохраняет некоторые черты
системы с непрерывным временем, что видно
из сопоставления рис. 2 и рис. 3. В то же вре-
мя имеется и существенное отличие: происходит
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изменение типов режимов. Так, вместо области
гибели колебаний наблюдается периодический
режим, вместо периодического – двухчастот-
ная квазипериодичность, вместо трехчастотной
квазипериодичности – четырехчастотная и т. д.
Существенный момент – появление при малой
связи пятичастотных торов T5.

Разные типы динамики иллюстрируют фа-
зовые портреты в проекции на плоскость (x,y)
в выбранных точках плоскости параметров, рас-
положенные по периферии рис. 3. Областям
двухчастотной квазипериодичности при этом
соответствует замкнутая инвариантная кривая.
Мы будем, тем не менее, называть ее «двух-
частотным тором» в соответствии с динами-
кой непрерывной системы, что сейчас является
достаточно общепринятым. Добавление новой
несоизмеримой частоты приводит к размыванию
кривой. Отметим, что внутри языков двухчастот-
ных торов можно наблюдать удвоения инвари-
антных кривых (торов).

Еще одной иллюстрацией высокочастотных
торов являются соответствующие фурье-спек-

тры, показанные на рис. 4. Можно видеть ха-
рактерную для квазипериодических колебаний
структуру, обогащающуюся с ростом размерно-
сти торов.

На рис. 5 показаны графики всех шести
ляпуновских показателей системы (4) в зависи-
мости от величины связи вдоль правого обреза
карты на рис. 3. При большой связи все показате-
ли отрицательные, соответственно, наблюдается
периодический режим (цикл). При уменьшении
связи два показателя Λ1 = Λ2 растут и в некото-
рой точке достигают нуля. Затем первый остается
нулевым Λ1 = 0, а второй снова уходит в от-
рицательную область. Наблюдается бифуркация
Неймарка – Сакера – из периодического цик-
ла рождается замкнутая инвариантная кривая,
соответствующая двухчастотному тору [14–17].
Затем растет показатель Λ2 и в некоторой точ-
ке обращается в ноль. Теперь Λ1 = Λ2 = 0,
и в результате квазипериодической бифуркации
Хопфа возникает трехчастотный тор [14–17]. За-
тем аналогичным образом ведет себя показатель
Λ3, и в ноль обращаются уже три показателя:

Рис. 3. Карта ляпуновских показателей двух связанных тор-отображений при малом значении параметра дискретизации
h = 0.01 и фазовые портреты в характерных точках плоскости параметров, λ1 =−1, λ2 =−0.5 (цвет online)

Fig. 3. Chart of Lyapunov exponents of two coupled torus maps with a small value of the discretization parameter h = 0.01 and
phase portraits at characteristic points of the parameter plane, λ1 =−1, λ2 =−0.5 (color online)
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а/а б/b

в/c г/d

Рис. 4. Фурье-спектры для двух- (а), трех- (б), четырех- (в), пятичастотных (г) торов. Значения параметров: а – ∆ = 2.8,
µ= 3; б – ∆ = 1.2,µ= 3; в – ∆ = 4.5,µ= 0.2; г – ∆ = 2.5,µ= 0.1 (цвет online)

Fig. 4. Fourier spectra for two- (a), three- (b), four- (c), five-frequency (d) tori. Parameter values: а – ∆ = 2.8, µ = 3; b –
∆ = 1.2,µ= 3; c – ∆ = 4.5,µ= 0.2; d – ∆ = 2.5,µ= 0.1 (color online)

Рис. 5. Графики ляпуновских показателей в зависимости от величины связи
вдоль правого обреза карты на рис. 3 (цвет online)

Fig. 5. Graphs of Lyapunov exponents depending on the coupling magnitude
along the right edge of the chart in Fig. 3 (color online)

а/а б/b
Рис. 6. Увеличенные фрагменты карты ляпуновских показателей, приведенных на рис. 3 (цвет online)

Fig. 6. Enlarged fragments of the chart of Lyapunov exponents in Fig. 3 (color online)
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Λ1 = Λ2 = Λ3 = 0. В результате новой квазипери-
одической бифуркации Хопфа из трехчастотного
тора рождается уже четырехчастотный тор.

Некоторые особенности устройства плоско-
сти параметров иллюстрирует рис. 6, на кото-
ром показаны увеличенные фрагменты карты.
Рис. 6, а демонстрирует резонансную паутину
Арнольда [14–17] – систему узких пересекаю-
щихся областей трехчастотных торов, погружен-
ную в область четырехчастотных. На рис. 6, б
можно видеть достаточно обширную область пя-
тичастотных торов при малых связях и языки
трехчастотных и четырехчастотных торов.

3. Зависимость от параметра дискретизации

Таким образом, дискретное отображение су-
щественно проще для численного исследования,
но демонстрирует интересную динамику, в част-
ности высокоразмерные торы. Кроме того, оно
характеризуется еще одним новым управляющим
параметром – шагом дискретизации h. Мы об-
судили случай малого значения h = 0.01, что
отвечает ситуации, близкой к системе с непре-
рывным временем. Зависимость картины режи-
мов от параметра дискретизации иллюстрирует
рис. 7. Можно видеть, что с ростом h сначала
в основной области трехчастотной квазиперио-

а/а б/b

в/c г/d

д/e е/f

Рис. 7. Эволюция карт ляпуновских показателей связанных тор-отображений в зависимости от параметра дискретиза-
ции h: а – h = 0.05, б – h = 0.06, в – h = 0.07, г – h = 0.08, д – h = 0.09, е – h = 1.00. Значения управляющих параметров

одинаковы λ1 = λ2 =−1 (цвет online)
Fig. 7. Evolution of charts of Lyapunov exponents of coupled torus maps depending on the discretization parameter h: а −−
−h = 0.05, b – h = 0.06, c – h = 0.07, d −−h = 0.08, e – h = 0.09, f – h = 1.00. Values of the control parameters are the same

λ1 = λ2 =−1 (color online)
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дичности (отвечающей в непрерывной модели
синхронной квазипериодичности SC, см. рис. 2)
появляются окна двухчастотной (рис. 7, а). За-
тем эти области расширяются, и внутри них
появляются периодические режимы (рис. 7, б).
Отметим, что вид карты сильно меняется при
увеличении параметра всего на одну сотую. Да-
лее эти области разрушаются с образованием
хаоса (рис. 7, в). Хаос начинает доминировать
и при малой связи, полностью вытесняя торы
разной размерности. Далее, на рис. 7, г, область
хаоса граничит с областью разбегания траек-
торий (белый цвет на рис. 7, г). С ростом h
области существования аттракторов уменьшают-
ся (рис. 7 д, е).

Интересно, что при больших h внутри об-
ласти трехчастотных торов при большой связи
видна система встроенных языков двухчастот-
ных торов (рис. 7, е).

Таким образом, с ростом параметра дискре-
тизации наблюдается разрушение торов.

4. Влияниешума

Интересно проследить, как меняется карти-
на при добавлении в систему внешнего шума.
Случай отдельного отображения (2) обсуждается

авторами данной статьи в [18]. По аналогии с [18]
добавим шум в одно из тор-отображений (в пер-
вый генератор):

xn+1 = xn +h · yn+1,

yn+1 = yn +h · ((λ1+ zn + x2n −βx4n)yn−
−ω2

0xn −µ(yn −vn)),

zn+1 = zn +h · (b(ε− zn)− ky2n)+ εξn,

un+1 = un +h ·vn+1,

vn+1 = vn +h · ((λ2+wn +u2n −βu4n)vn−
−(ω0+∆)2un −µ(vn − yn)),

wn+1 = wn +h · (b(ε−wn)− kv2n).

(5)

Здесь ε – интенсивность шума, а ξn – случайная
последовательность значений, равномерно рас-
пределенных на интервале [−0.5;0.5] с нулевым
средним ⟨ξn⟩ = 0 и постоянным значением дис-
персии σ =

√
⟨ξ2n⟩ = 1

/√
12.

Ляпуновские карты системы (5) показаны
на рис. 8, 9 при двух значениях параметра
дискретизации h = 0.05 и h = 0.08. Сравнивая
их с рис. 7, а, г, можно видеть, что при малом
значении параметра дискретизации отдельные
области на рисунке немного размываются, но все
характерные области, включая «зашумленные»

а/а б/b

в/c г/d

Рис. 8. Карты ляпуновских показателей в связанных тор-отображениях с шумом при увеличении амплитуды шума ε
при малом значении параметра дискретизации h = 0.05: а – ε = 0.03, б – ε = 0.05, в – ε = 0.08, г – ε = 0.1 (цвет online)
Fig. 8. Charts of Lyapunov exponents in coupled torus maps with noise at the increase of the noise amplitude ε at a small value

of the discretization parameter h = 0.05. The noise amplitude ε is: 0.03 (а), 0.05 (b), 0.08 (c), 0.1 (d) (color online)
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а/а б/b

в/c г/d

Рис. 9. Карты ляпуновских показателей в связанных тор-отображениях с шумом при увеличении амплитуды шума ε
при большем значении параметра дискретизации h = 0.08. Величины амплитуд шума см. рис. 8 (цвет online)

Fig. 9. Charts of Lyapunov exponents in coupled torus maps with noise at increasing noise amplitude ε for a larger value of the
discretization parameter h = 0.08. Values of the noise amplitudes are similar to Fig. 8 (color online)

четырехчастотные торы, сохраняются. При боль-
шем значении параметра дискретизации с ростом
уровня шума сначала исчезают области шумовых
четырехчастотных торов, а затем – и трехчастот-
ных. При ε = 0.1 сохраняются области хаоса
и двухчастотных торов.

Заключение

Методом дискретизации уравнений связан-
ных квазипериодических генераторов получено
новое высокоразмерное отображение. Его двух-
параметрический ляпуновский анализ выявляет
области инвариантных торов разной размерно-
сти, вплоть до пятичастотных. Отображение де-
монстрирует характерные для квазипериодично-
сти возрастающей размерности фурье-спектры.
Наблюдаются квазипериодические бифуркации
инвариантных торов и резонансная паутина Ар-
нольда на базе инвариантных торов разной
размерности. С ростом параметра дискретизации
происходит разрушение высокоразмерных торов.
Шум при малых параметрах дискретизации мало
влияет на вид ляпуновских карт. Увеличение па-
раметра дискретизации приводит к разрушению
высокоразмерных торов с ростом интенсивности
шума.
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