
Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Физика. 2022. Т. 22, вып. 4

Известия Саратовского университета. Новая серия. Серия: Физика. 2022. Т. 22, вып. 4. С. 320–327
Izvestiya of Saratov University. Physics, 2022, vol. 22, iss. 4, pp. 320–327
https://fizika.sgu.ru https://doi.org/10.18500/1817-3020-2022-22-4-320-327, EDN: UVEZON

Научная статья
УДК 532.57.08

Моделирование турбулентного
режима течения газа
А. Л. Хвалин

Саратовский национальный исследовательский государственный университет имени Н. Г. Чернышевского, Россия, 410012, г. Саратов, ул. Аст-
раханская, д. 83

Хвалин Александр Львович, доктор технических наук, профессор кафедры общей, теоретической и компьютерной физики, Khvalin63@mail.ru,
https://orcid.org/0000-0003-4746-469X

Аннотация. Проанализированы физические процессы, происходящие в турбулентном потоке. В поперечном сечении трубопровода
выделены характерные области: ядро турбулентного потока и ламинарный пристеночный слой. Для моделирования распределения
скорости в ядре потока использован степенной закон, в пристеночной области – линейный закон изменения модуля вектора скорости.
Показатель степени определяется в зависимости от значения числа Рейнольдса, алгоритмприведен. Использованныйподход не требует
значительных вычислительных затрат в отличие от ряда известных сеточныхметодов на основе системыдифференциальных уравнений
Навье – Стокса.

На основе анализа физических процессов предложен способ математического моделирования турбулентного режима течения
газа в круглой трубе в виде достаточно простых инженерных формул. Геометрический вид трехмерного годографа скорости представ-
ляет собой комбинацию из круглого усеченного конуса и фигуры вращения, образованной на основе степенной функции. Определена
граница пристеночной области на основе числа Рейнольдса, получена инженерная формула.

Приведены результаты расчетов, в графическом виде представлены двумерные профили скорости для ряда значений скоростей.
Анализ результатов позволяет определить границы применимости модели. Так, при различиях значений модулей скорости на оси тру-
бопровода и вблизи стенки более 20%, т. е. при числах Рейнольдса ниже 8000, годограф скорости претерпевает излом в верхушечной
области. Графический вид годографа скорости приближается к параболическому, что соответствует ламинарному режиму течения газа
и описывается законом Пуазейля.
Ключевые слова: ламинарный и турбулентный режимы течения газа, уравнения Навье – Стокса, число Рейнольдса, вязкость газа
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Abstract. Background andObjectives: The purpose of the study carried out in the article is to obtain analytical expressions for calculating the gas
(liquid) flow rate in the turbulent gas (liquid) flow regime. Amethod is presented for themathematical description of a three-dimensional profile
(hodograph) of the flow velocity in a turbulent flow regime based on two known velocity values in the pipeline cross section. The article analyzes
the physical processes occurring in the turbulent flow. In the cross section of the pipeline, characteristic areas are distinguished: the core of the
turbulent flow and the laminar near-wall layer.Materials andMethods: To simulate the velocity distribution in the core of the flow, a power law
was used, in the near-wall region, a linear law of change in the modulus of the velocity vector. The exponent is determined depending on the
value of the Reynolds number, the algorithm is given. The approach used does not require significant computational costs, in contrast to a number
of well-known grid methods based on the Navier–Stokes system of differential equations. Results: Based on the analysis of physical processes,
a method for mathematical modeling of the turbulent gas flow in a round pipe has been proposed in the form of fairly simple engineering
formulas. The geometric view of the three-dimensional velocity hodograph is a combination of a round truncated cone and a figure of rotation
formed on the basis of a power function. The boundary of the near-wall region has been determined on the basis of the Reynolds number,
and an engineering formula has been obtained. The results of calculations have been presented; two-dimensional velocity profiles have been
plotted for a number of velocity values. Conclusions: Analysis of the results allows us to determine the limits of applicability of themodel. So, with
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significant deviations of the velocity modules on the axis of the pipeline and near the wall, i.e. as the Reynolds number decreases, the velocity
hodograph undergoes a kink in the apex region. This is explained by the approach of the gas flow to the laminar flow regime and the need to
use a parabolic velocity profile according to the Poiseuille law.
Keywords: laminar and turbulent gas flow regimes, Navier–Stokes equations, Reynolds number, gas (liquid) viscosity, velocity hodograph, gas
volume flow
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Введение

Значительное число практических задач аэ-
ро- и гидродинамики связано с необходимостью
определения объемного расхода текучих сред
(газа, жидкости) [1–3]. Далее будем исполь-
зовать термин «газ», подразумевая при этом
аналогии в математическом описании течения
газа и жидкости, обладающих вязкостью. Слож-
ности вычисления объемного расхода вызваны
изменением скорости потока движущейся среды
в поперечном сечении трубопровода от его оси
к стенке.

В зависимости от скорости течения вяз-
кой текучей среды в круглом трубопроводе
различают следующие режимы течения: устой-
чивое ламинарное, ламинарное с элементами
турбулентности, устойчивое турбулентное. Для
строгого математического описания всех ви-
дов течения газа в качестве базовых уравнений
используются дифференциальные уравнения На-
вье – Стокса [1].

До недавнего времени математическое моде-
лирование с использованием уравнений Навье –
Стокса сдерживалось ограниченными возмож-
ностями вычислительной техники, связанными
с необходимостью выполнения трудоемких вы-
числений с построением сеток в расчетной
области и численными методами решения урав-
нений [4–6]. С увеличением производительности
компьютерной техники вычислительные огра-
ничения во многом снимаются [7, 8], и в
настоящее время для научных применений ча-
сто используется строгая постановка задачи.
Решение уравнений Навье – Стокса требует зна-
чительных вычислительных затрат, поэтому на
практике расчеты предпочтительно проводить на
основе более простых формул [9–11]. В статье
представлены результаты математического моде-
лирования турбулентного режима течения газа
в круглой трубе, не требующие значительных вы-
числительных затрат.

Математическое описание ламинарного ре-
жима течения использует известную формулу

Пуазейля. Так, двумерное распределение векто-
ра скорости потока (годограф, профиль скорости)
в поперечном сечении круглого трубопровода
в установившемся ламинарном режиме имеет
параболический вид [1]. Трехмерный профиль
скорости получается путем вращения двумер-
ного годографа относительно оси симметрии
трубопровода и представляет собой параболо-
ид вращения. Известное выражение для объема
параболоида позволяет получить расход газа
(объем в единицу времени) через поперечное се-
чение трубопровода.

Необходимо отметить, что ламинарный ре-
жим течения газа на практике реализуется доста-
точно сложно [12, 13]. Например, используются
формирователи потока, регулярные отрезки тру-
бопровода, имеющие длины от пяти до десяти
диаметров трубопровода. Кроме того, необходи-
мо учитывать максимальную скорость потока,
шероховатость стенок трубопровода и прочие
факторы.

По сравнению с ламинарным, моделирова-
ние турбулентного режима течения газа суще-
ственно сложнее в связи с необходимостью учета
возникающих физических процессов и невоз-
можностью их описания с помощью аналитиче-
ских выражений [14–16].

В большинстве известных публикаций объ-
емный расход газа определяется путем умно-
жения полученного значения средней скорости
потока на площадь поперечного сечения трубо-
провода [1, 17, 18]. При этом основной вклад
в погрешность вычисления объемного расхо-
да вносится при усреднении скорости потока,
поскольку распределение скорости в попереч-
ном сечении трубопровода имеет нелинейный
характер. Очевидно, что при увеличении макси-
мального значения скорости потока погрешность
измерений будет расти вследствие увеличения
диапазона изменения скоростей в пределах попе-
речного сечения трубопровода.

На основании изложенного представляется
следующий подход к моделированию турбулент-
ного режима течения газа. Необходимо разбить
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поперечное сечение трубопровода на участ-
ки, допускающие описание годографа скорости
на основе кусочно-непрерывных функций [1, 4].
Затем строится трехмерный годограф скорости,
объем которого представляет собой расход газа
в единицу времени.

1. Математическая модель турбулентного режима
течения

В качестве критерия оценки режима течения
газа используется число Рейнольдса. Для кругло-
го трубопровода число Рейнольдса определяется
выражением [1, 2]:

Re =
ρϑDN

η
,

где ρ – плотность газа; ϑ – максимальная ско-
рость течения; DN – диаметр трубопровода; η –
динамическая вязкость газа.

Режимы течения газа соответствуют сле-
дующим диапазонам чисел Рейнольдса: для
Re ⩽ 2300 – устойчивый ламинарный, для 2300⩽
⩽ Re ⩽ 10000 – ламинарный с элементами
турбулентности, для Re⟩10000 – устойчивый тур-
булентный.

На рис.1 показаны результаты расчета погра-
ничных значений чисел Рейнольдса для случая
круглого трубопровода и ρ-плотности газа (мета-
на) при нормальных условиях.

Рис.1 Режимы течения газа в круглой трубе
Fig.1 Gas flow regimes in a round pipe

По оси абсцисс показаны значения диаметра
трубопровода (DN, мм), по оси ординат – мак-
симальная скорость течения потока газа (ϑ, м/с)
на оси трубопровода. Нижняя кривая соответ-
ствует значению числа Рейнольдса Re = 2300,
верхняя – значению Re = 10000. Таким образом,
область графика ниже нижней кривой соответ-
ствует устойчивому ламинарному режиму тече-
ния газа, область между кривыми – ламинарному

с элементами турбулентности, а выше верхней
кривой – устойчивому турбулентному.

По графику, представленному на рис. 1, мож-
но определить режим течения газа (метана) при
нормальных условиях по значениям диаметра
трубопровода (DN, мм) и максимальной скорости
течения потока газа (ϑ, м/с) на оси трубопровода.

Из рис. 1 также видно, что при фикси-
рованном значении диаметра трубопровода DN
ламинарный режим течения газа устанавлива-
ется в области малых значений максимальной
скорости течения потока газа ϑ в трубопроводе.
С увеличением скорости течения газа число Рей-
нольдса растет, ламинарный режим течения газа
искажается, и годограф скорости в поперечном
сечении трубопровода претерпевает изменения.
Параболическая зависимость нарушается вслед-
ствие появления завихренностей в потоке газа.
Для турбулентного течения экспериментально
наблюдается распределение скоростей, при ко-
тором практически во всем поперечном сечении
(в ядре потока) скорость мало изменяется, а в
непосредственной близости к стенке трубопро-
вода возникает ламинарный подслой, в котором
вследствие вязкости среды происходит уменьше-
ние скорости до нуля на стенке трубопровода.
Попытка построения аналитического решения
затрудняется физической сложностью процесса.
Хотя уравнения Навье – Стокса справедливы
и для турбулентного случая, но инженерное ре-
шение следует искать в классе не непрерывных,
а кусочно-непрерывных функций [1, 4, 19, 20].

Очевидно, что границы непрерывных об-
ластей определяются размерами ядра потока
и ламинарного подслоя [1, 21–23]. Определим
математический вид годографа скорости в непре-
рывных областях турбулентного потока.

Полагаем, что в результате практических из-
мерений, либо теоретических оценок известны
значения скоростей потока: ϑ1 – на оси трубо-
провода (точка 1) и ϑ2 – в точке 2, отстоящей
от оси на некотором расстоянии (рис. 2). Из-
вестно, что область ядра турбулентного потока
математически описывается логарифмическим,
либо степенным законом с показателем n [24, 25].
Найдем n в нашем случае. Зависимость скорости
потока от расстояния до оси трубопровода дается
выражением из [2]:

ϑ2 = ϑ1

(
y
r0

)n

, (1)
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где y – расстояние от стенки трубопровода до точ-
ки, в которой известна скорость ϑ2, r0 = DN

2 –
радиус трубопровода.

Без потери общности рассуждений будем
полагать, что расстояние y равно половине ра-
диуса трубопровода. Тогда из (1) ϑ2 = ϑ1

( 1
2

)n.
Следовательно, n = ln(ϑ1/ϑ2)

ln2 . Найдем толщину
ламинарного подслоя, прилегающего к стенке,
в соответствии с выражением, представленным
в [2]:

δ = 132.25
η

ρ∆ϑ
= n+1

√
132.25

η(DN/2)n

ρϑ1
, (2)

где η – динамическая вязкость газа; ρ – плотность
газа; ∆ϑ – изменение скорости течения в преде-
лах ламинарного подслоя; ϑ1 – скорость потока
на оси трубопровода; n = ln(ϑ1/ϑ2)

ln2 – показатель
степени.

Таким образом, распределение скорости
в ядре турбулентного потока определяется вы-
ражением

ϑ(r) = ϑ1

(
|r−r0|

r0

)n

, (3)

где ϑ(r) – соответствующее значение скорости
потока, r – текущий радиус точки наблюдения
в поперечном сечении трубопровода и изменяет-
ся в пределах от 0 до (r0−δ), r0 = DN/2 – радиус
трубопровода.

Вторая область турбулентного потока мо-
делируется следующим образом. Известно, что
в пристеночном пограничном слое создается
ламинарный режим течения газа с логарифми-
ческим законом распределения скоростей [2].
Ввиду того, что на практике толщина ламинар-
ного слоя δ при значениях числа Рейнольдса
Re⟩10000 составляет не более 1.5%, при моде-
лировании пристеночного слоя практически без
потери точности можно заменить логарифми-
ческий закон изменения линейным. Полагаем,
что в ламинарном слое скорость потока изме-
няется от соответствующего значения скорости
на границе ламинарного подслоя ϑ(δ) до 0, т. е.
∆ϑ = ϑ(δ). Таким образом, по известным двум
точкам в координатах (r,ϑ) можно построить от-
резок прямой линии.

Известны координаты двух различных точек
на границах ламинарного подслоя (x1 = (r0− δ);
y1 = ϑ(δ)), (x2 = r0; y2 = 0). Тогда коэффициенты
прямой линии

y =−a0× x+ c0
b0

,

проходящей через эти точки, могут быть найдены
следующим образом:

a0 = y1− y2, b0 = x2− x1, c0 = x1× y2− x2× y1.

Следовательно, двумерный годограф ско-
рости представляет собой участок степенной
функции для области ядра потока и отрезки
прямых линий в пристеночных областях. Трех-
мерная картина профиля скорости, показанная
на рис. 2, получена путем азимутального враще-
ния двумерного годографа скорости (определяе-
мого выражениями (2) и (3)) относительно оси
трубопровода и представляет собой объединение
двух фигур вращения, полученных из двумерной
картины. Фигура I – круглый усеченный конус,
фигура II – результат вращения степенной функ-
ции (3).

Рис. 2. Трехмерный годограф скорости для турбулентного
режима течения газа

Fig. 2. Three-dimensional velocity hodograph for a turbulent
gas flow

Для определения расхода газа через попе-
речное сечение трубопровода необходимо найти
суммарный объем фигур I и II. Выражение для
объема усеченного конуса I известно, вычисле-
ние объема фигуры II может быть проведено
путем интегрирования.

Расход газа в единицу времени определяется
следующим выражением:

Q =
2πϑ1

rn
0

[
rn+2
0

(n+1)(n+2)
+δn+1

(
δ

n+2
− r0

n+1

)]
+

+
πδ
3
(r0−2δ)ϑ(δ).
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2. Результаты моделирования

На рис. 3, а–г представлены результаты мо-
делирования двухмерного годографа скорости
в трубопроводе DN = 80 мм по представленно-
му алгоритму для различных параметров потока
газа, где r – текущее значение расстояния от оси
симметрии трубопровода.

В таблице представлены численные значе-
ния необходимых расчетных параметров потока
газа.

Полученные годографы скоростей для значе-
ний чисел Рейнольдса Re ⩾ 10000 (см. рис. 3, а
и рис. 3, б) имеют вид, аналогичный извест-
ным эпюрам распределения скоростей в опытах
И. Никурадзе, описанных в [1, 2] для гидравли-
чески гладких труб.

Необходимо отметить, что при переходе в об-
ласть неустойчивого турбулентного течения газа
в диапазоне чисел Рейнольдса 2300⩽ Re ⩽ 10000
годограф скорости визуально приобретает близ-

а/а б/b

в/c г/d

Рис. 3. Эволюция годографов скорости по построенной модели для различных значений чисел Рейнольдса Re

Fig.3. Evolution of velocity travel time curves according to the constructed model for different values of Reynolds numbers Re

Основные параметры потока газа для различных значений чисел Рейнольдса Re для рис. 3, а–г
Table 1. Main gas flow parameters for different Reynolds numbers Re for Fig. 3, а–d

Номер
рисунка
Figure no.

ϑ1, m/s ϑ2, m/s ϑ(δ), m/s Re δ, m Q, m3/s

3а 3.75 3.65 3.42 16300 0.0015 0.0199
3b 3.45 3.2 2.79 10200 0.0020 0.0151
3c 2.30 2.00 1.40 8500 0.0067 0.0135
3d 2.00 1.60 1.23 7900 0.0116 0.0125
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кий к параболическому вид (см. рис. 3, в и
рис. 3, г), и возникает его излом на оси симмет-
рии трубопровода, что говорит о приближении к
границе достоверности модели и необходимости
ее корректировки на основе формулы Пуазейля
[25, 26].

Выводы

В статье проанализированы режимы течения
газа в зависимости от значений чисел Рейнольдса.
Проведено исследование физических процессов
в турбулентном потоке, выделены характерные
области, допускающие математическое описание
годографа скорости в виде кусочно-непрерыв-
ных функций. Предложена математическая мо-
дель и получены аналитические выражения для
годографа скорости в поперечном сечении трубо-
провода и объемного расхода газа.

Проведены численные эксперименты со-
зданной модели в широком диапазоне чисел
Рейнольдса (2000 ⩽ Re ⩽ 20000). Сопоставле-
ние построенных годографов скорости с данны-
ми публикаций [1, 2] позволяет сделать вывод
о достоверности модели для значений чисел Рей-
нольдса Re ⩾ 8500.
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