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Представлена математическая модель, описывающая диффу-

зию лекарственных препаратов и иммерсионных жидкостей в 

тканях глаза человека. Получены аналитические выражения для 

распределения концентрации диффундирующей жидкости, хо-

рошо аппроксимирующие точное решение на малых или на 

больших временах. 

 

Mathematical Model of Drags and Immersion Liquids Diffusion           

in Human Ocular Tissues 

 

M.M. Stolnitz, A.N. Bashkatov, E.A. Genina, V.V. Tuchin 

 

Mathematical model of drags and immersion liquids diffusion in hu-

man ocular tissues is presented. Analytic expressions are derived for 

diffusing liquid concentration, which give good approximations for ex-

act solution at small or large time. 

 
Введение 

Развитие методов диагностики и тера-

пии различных офтальмологических заболе-

ваний требует разработки математических 

моделей, описывающих транспорт лекарствен-

ных препаратов и иммерсионных агентов в 

биологических тканях, как при поверхност-

ном, так и при внутритканевом их введении. 

В настоящее время существенный про-

гресс в разработке данных моделей достиг-

нут, например, в области дерматологии [1–4]. 

В то же время анализ литературы показыва-

ет, что разработка математических моделей, 

адекватно описывающих транспорт лекарст-

венных препаратов при их транссклеральном 

введении, еще далека от завершения. 

Другой важной проблемой оптики био-

тканей является проблема транспорта опти-

ческого излучения через фиброзные ткани 

человеческого тела. Сильное светорассеяние 

приводит к существенным потерям в данных 

биотканях зондирующего излучения, сниже-

нию разрешающей способности диагности-

ческих и эффективности терапевтических 

методов [5–7]. Управление оптическими па-

раметрами биотканей является решением 

данной проблемы. Хорошо известно, что 

рассеяние в биотканях определяется разли-

чием показателей преломления структурных 

компонент биотканей (коллагеновых воло-

кон, митохондрий и т.д.) и окружающей их 

внутритканевой жидкости. Замещение внут-

ритканевой жидкости иммерсионной жидко-

стью с показателем преломления большим, 

чем у внутритканевой жидкости, приводит к 

существенному снижению светорассеяния. 

Однако, несмотря на многочисленные иссле-

дования, связанные с управлением оптиче-

скими параметрами биотканей [5, 8–10], ре-

шение проблемы еще далеко от завершения. 

В настоящее время практически полностью 

отсутствуют математические модели, описы-

вающие взаимодействие биотканей с осмо-

тически активными иммерсионными жидко-

стями, и надежные экспериментальные дан-

ные по коэффициентам диффузии. 

В связи с этим в настоящей работе пред-

ставлена математическая модель, описы-

вающая диффузию лекарственных препара-

тов и иммерсионных жидкостей в тканях гла-

за человека. 

 
1. Математическая модель 

Структурно в тканях глаза человека 

можно выделить три основных слоя [11, 12], 

характеризующихся различными коэффици-

ентами диффузии. Это конъюнктива (толщи-

на слоя порядка 200 мкм), склера (толщина 

слоя порядка 500 мкм) и пигментный эпите-

лий (толщина слоя порядка 10 мкм). Однако 

последний слой намного тоньше второго и 

может рассматриваться как бесконечно тон-

кая пленка с эффективным коэффициентом 

проницаемости. 
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Рассмотрим принципиальную схему экс-

перимента (рис. 1): на поверхность образца 

глазной ткани наносится слой жидкости, ко-

торая начинает диффундировать в глубь тка-

ни. Поперечные размеры области апплика-

ции достаточно велики, чтобы можно было 

пренебречь влиянием границ на процессы в 

центральной части образца, где проводятся 

наблюдения, а количество жидкости в слое, 

за счет непрерывной подпитки остается по-

стоянным в течение времени эксперимента. 
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Рис. 1.  Схема  слоёв  глазной ткани  с нанесённым слоем 

жидкости:  1 – конъюнктива;  2 – склера;  3 – пигментный 

эпителий. Для  наглядности  соотношения  толщин  слоёв  

не соблюдены 

 

Тогда с точки зрения математической 

физики задачу можно сформулировать сле-

дующим образом. Пусть имеется плоская 

двухслойная среда, однородная в поперечном 

направлении, так что задача сводится к од-

номерной. На верхней границе первого слоя 

осуществляется обмен со слоем жидкости 

постоянной концентрации, причем выполня-

ются граничные условия 1-го рода. Систему 

координат выберем в соответствии с рис. 2. 

Здесь aj, dj (j = 1, 2) – координата начала и 

толщина j-го слоя
1
 соответственно. Распре-

деление концентрации жидкости Uj как 

функции координаты z и времени t есть ре-

шение уравнения диффузии в каждом слое, 

характеризующемся коэффициентом диффу-

зии Dj. На границах между слоями выполня-

ются условия сопряжения, выражающие ра-

венство концентраций и потоков. На нижней 

границе второго слоя выполняются гранич-

ные условия 3-го рода – происходит обмен со 

средой с нулевой концентрацией диффунди-

рующей жидкости (физически это соответст-

вует постоянному оттоку жидкости от грани-

цы и, следовательно, отсутствию её обратно-

го потока в биоткань). 

                                                 
1
 Практически всегда можно положить a1 = 0, как 

это и изображено на рисунке, однако для упрощения это 

сделано в окончательных выражениях. 
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Рис. 2.  Система координат и обозначения для краевой  
задачи 

 

Определим функцию, задающую рас-

пределение концентрации диффундирующей 

жидкости в слоях, как 
 

( ) ( ) 1, , , приj j jU z t U z t a z a += ≤ ≤ . 
 

Тогда краевая задача для нее включает: 

уравнение диффузии 
 

( ) ( )2

2 2

2

, ,
δ , δ , 1,2

j j

j j j

U z t U z t
D j

t z

∂ ∂
= = =

∂ ∂  
; (1) 

 

граничные условия 
 

( )

( )
( )

3

1 1 0

22

2 32 2

, ,

,
δ κ , 0

z a

U a t U

U z t
U z t

z
=

=

∂ 
+ = 

∂       

(2)

 

 

где U0 – постоянная концентрация жидкости 

за границами исследуемой среды; 
32κ  – ко-

эффициент проницаемости на границе 2-го 

слоя и окружающей среды, который опреде-

ляется через коэффициент диффузии и тол-

щину третьего слоя: 2

32 3 3
κ δ d= ; 

условия сопряжения на границе слоев 
 

( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 1 2

2 12 2

2 1

, , ,
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начальные условия 
 

( ) 1 30
, 0, at

t
U z t a z a

=
= ≤ ≤

        
(4) 

 

Введём безразмерные переменные: 

( )
( )
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При этом краевая задача (1) – (4) запи-

шется в виде 
 

( ) ( )2

2

, ,
, 1,2

j j j j j j

j j

u z t u z t
j

t z

∂ ∂
= =

∂ ∂  

,      (1') 

 

( )

( )
( )

2

1 1

2 2 22

2 32 2 2 2

2 1

0, 1,

,
δ κδ , 0

z

u t

u z t
u z t

z
=

=

∂ 
+ = 
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, 

(2') 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 1

2 2 1 1

2 2 2 1 1 1

21

2 10 1

0, 1, ,

, ,
δ

z z

u t u t

u z t u z t
d

z z
= =

=

∂ ∂
=
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,
       

(3') 

 

( )
0

, 0,
j

j j j
t

u z t
=

=
                    

(4') 

где 

2
32 32 23 2 12 21 12

2

2

κδ κ δ , δ ,
δ

δ
δ δ , δ ,

δ

i i

ij ji ij ij ij

j j

d
d t d t

d
d d d

d

= = =

= = =
      

(6) 

 
2. Результаты и их обсуждение 

Аналитическое решение краевой задачи 

(1') –
 
(4') получим с помощью преобразования 

Лапласа [13, 14]. При начальных условиях 

вида (4') применение преобразования Лапла-

са приводит к общему выражению, из кото-

рого можно получить виды решения, хорошо 

сходящиеся или на больших, или на малых 

временах. Решения первого вида получаются 

с помощью теории вычетов и представляют 

собой ряды Фурье, а с помощью разложения 

функции-образа в ряд и обратного преобра-

зования Лапласа его членов получаются ре-

шения в виде кратных рядов экспонент и 

функций ошибок. Хотя такой ряд громоздок 

и мало пригоден для практических расчетов, 

уже первые его члены дают достаточную 

точность как раз в том интервале значений t, 

где плохо сходятся ряды Фурье. Таким обра-

зом, комбинация решений обоих видов охва-

тывает весь интервал времени проведения 

эксперимента. 

Применим преобразование Лапласа 
 

( ) ( )
0

, ,
st

LF z s f z t e dt

∞

−= ∫  

 

к соотношениям (1') – (4'). Пользуясь прави-

лами работы с L-образами [15], сведем крае-

вую задачу к системе обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений: 
 

( )
( )

( )

( ) ( )

2

2

2

1

2 1

0, , 1,2
δ

1
0 ,

0 1 ,
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(7) 
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L
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z
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u z
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=
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 

 

 

Начальное условие при этом автомати-

чески учтено. 

Будем искать решение (7) в виде 
 

( ) ( ) ( )sh chjL j j j j j j ju z A q z B q z= + .    (8) 
 

Подставляя (8) в (7), после ряда преоб-

разований получаем: 
 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

12 1 2 1 2 2 1

1 1

32 1 1 2 2 2 1 2

32 2 2 212

2 2

32 1 1 2 2 2 1 2

δ ch sh1

κδ , ,

sh chδ

κδ , ,

L

L

S q qz S q qz
u z

s R q q q R q q

qz q qz
u z

s R q q q R q q

κδ

−
=

+

+
=

+

(9)  

где 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 32 2 2 2

2 2 32 2 2 2

1 1 1

1 1 2 12 1 2 1 2

2 1 2 12 1 2 1 2

2 2 2

κδ sh ch ,

κδ ch sh ,

1 ,

, δ ch sh sh ch ,

, δ ch ch sh sh ,

1 .

S q q q q

S q q q q

qz q z

R q q q q q q

R q q q q q q

qz q z

= +

= +

= −

= +

= +

= −  

 
 

Выполнение обратного преобразования 

Лапласа с помощью теории вычетов дает 

следующие выражения для безразмерных 

концентраций диффундирующей жидкости                      

в  слоях  ткани: 

( )
( )

( ) ( )
( )

32

1 1 1 1

32 21 21

2

1 1 1 1 1

1 1 1

κδ
, 1

κδ δ 1 δ

µ , exp µ
2

µ µ

m m

m m m

u z t z
d d

P z t

Q

∞

=

= − +
+ +

−
+ ∑

   

(10) 
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( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1 1 32 12 21 1

12 21 1 12 21 1 1 1

12 32 12 21 1

12 21 1 12 21 1 1 1

µ , κδ cos δ µ

δ µ sin δ µ sin µ 1

δ κδ sin δ µ

δ µ cos δ µ cos µ 1

m m

m m m

m

m m m

P z d

d d z

d

d d z
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+ − −    
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( ) ( )

( )
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µ , κδ sin δ µ 1
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m m
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d d z
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( ) ( ) ( )1 1 1 12 21 1 2 1µ µ δ µ µ
m m m m

Q Q d Q= −
 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

1 1 32 21 21

1 12 21 1

12 32 21 21
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µ κδ 1 δ δ
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m
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Q d d

d

d d

d

= + + ×  

× −
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 1 12 21 1 12 21 1

21 1 12 21 1

µ δ 1 sin µ cos δ µ

1 δ cos µ sin δ µ

m m m

m m

Q d d

d d

= + +
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где 1µ , 1,2,3,m m = K  – положительные корни 

уравнения 
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

32 12 1 12 21 1

1 12 21 1

12 21 1 12 1 12 21 1

1 12 21 1

κδ δ cos µ sin δ µ

sin µ cos δ µ

δ µ δ cos µ cos δ µ

sin µ sin δ µ 0

d

d

d d

d

+

+ +

+ −

− =  

(12)

 
 

При 
32κδ = ∞  решение (10) совпадает с 

решением из [14, гл. XII, §8]. Первые члены         
в формулах (10), очевидно, представляют 

стационарное решение, к которому прибли-
жаются распределения концентрации жидко-

сти в обоих слоях при t → ∞ . Следователь-
но, с течением времени вклад каждого ряда в 

значения концентраций уменьшается, и для 
достижения необходимой точности прибли-

жения требуется все меньше первых членов 

ряда. Уже при t1 ≥ 1 для практических расче-
тов достаточно первых пяти членов. С дру-

гой стороны, при t1 ≈ 0 даже для получения 

общего вида распределений концентрации 
жидкости, качественно совпадающего с ре-

альным, требуется больше 1000 членов ряда. 
Результаты расчетов по формулам (10) при-

ведены на рис. 3. Следует отметить не име-
ющие физического смысла осцилляции ре-

шения при t = 0 и недостаточно большом 
числе членов ряда Фурье. 

 

 

 
 

Рис.3. Распределение концентрации диффундирующей 

жидкости при различных значениях t, рассчитанное по 

формулам (10) (учитываются первые 10 членов ряда  

Фурье):  1 – t1 = 0;  2 – t1 = 0.1;  3 – t1 = 1;  4 – t1 = ∞ 

 

Чтобы получить компактное решение, 

дающее хорошую точность на малых време-

нах, нужно представить (9) в виде ряда экс-

понент. Ограничиваясь членами первого по-

рядка малости, имеем: 
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′ +

    
× − − + +   

    

+ 12 1 2
1

12 1 2

1
exp 2

δ 1 δ δ

d d
z s

  −   
− +    

+     

(13) 
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1 2
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1 2

1 2

2

1 2

32 1 2

2

1 232

2

32 32

2

2δ
exp

δ 1 δ δ

exp
δ δ

exp 2
δ δ

2κδ
exp 2 ,

δ δκδ

δ
κδ κδ

L

d d
u z z s

s

d d
z s

d d
z s

d d
z s

s

d

    
≈ − + +   

+     

   
+ − +  

   

   
+ − + − −  

   

 ′   
− − + −   

′ +    

′ =

 

 

Использование таблиц обратного пре-
образования Лапласа (см. [15, приложение, 
формулы (168), (170)) дает: 
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( )

12 1

1 1 1

12 1

1 12 21

1

1 1 12 21

1 1

2

32

1 32

12 21

32 1 1

12 21

δ 1 2
, erfc

δ 1 2

2δ
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2

2 2δ
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2 2

κδ
2exp 2κδ

δ

κδ 2 2 2
exp erfc

δ

z
u z t

t

z d

t

z z d

t t

t
d

z z

d

  − −
≈ − 

 +   

 +
− + 

  

    − +
 − +   

        

  
 + + × 
   

−  − +
×  

 

3212 21

1

12 211

32 1 3212 1 12 21

1

12 12 21 12 211

κδδ

δ2

κδ κδδ 1 2δ
exp erfc

δ 1 δ δ2

d
t

dt

z z d
t

d dt

  
+ +   

  

  − + 
+ +    +    

 

(14)
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12 21 2
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1

12 211

2δ 1 δ
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δ 1 2
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2exp 1 δ 2

δ δ

1 δ 2 κδ
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t

d z

t

t d z
d d

d z
t
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  +
≈ −   +   

 + −
− + 

 
 

  
 + + + − ×    
   

 + − 
× +  

 

 

 

Анализ выражений (14) показывает, что 

они дают точное решение при t1 = 0. Дейст-

вительно, в этом случае все члены обеих 

формул, кроме одного, равны 0 при всех зна-
чениях z1, z2. Что же касается третьего члена 

в u1 (z1, t1), то при z1 = 0 в его аргументе появ-
ляется неопределенность «0/0», и его значе-

ние зависит от порядка перехода к пределам 

z1 → +0, t1 → +0. А это полностью совпадает 
с начальными условиями: нулевое значение 

концентрации на всем протяжении иссле-
дуемой ткани и единичное – на границе пер-

вого слоя. Если же t1 > 0, но всё еще мало 

( { }1 12 21min 2,δt d<< ), то u1 (z1, t1) ≈ 0, при                       

z1 >> t1 
и u1 (z1, t1) ≈ 1 в противоположном 

случае. Таким образом, наблюдается резкий 

«диффузионный фронт», который становится 

более пологим при бóльших t1). Результаты 

расчетов по формулам (14) приведены на рис. 4. 

Полученные результаты показывают, что 

при достаточно малых временах распределе-
ние концентрации диффундирующей жидко-

сти определяется только параметрами перво-

го слоя и условиями на его границе с внеш-

ней средой. 

В качестве примера рассмотрим три ле-
карственных препарата: инулин, надолол и 

тинолол.  В  таблице приведены значения ко- 

 

 
 

 

Рис. 4.  Распределение  концентрации  диффундиру- 
ющей жидкости при различных значениях t, рассчи- 

танное  по  формулам  (14):  1 –  t1 = 0;  2 – t1 = 0.01;   

3  –  t1 = 0.09;  4  –  t1 = 0.09  (кривая  4  рассчитана  

по  формуле  (10)) 
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Диффузионные характеристики тканей глаза  

для трёх лекарственных препаратов 

Глазная 

ткань 

Диффун-

дирующее 

вещество 

Коэффициент 

проницае-

мости P, м/с 

Коэффици-

ент распре-

деления K 

Коэффици-

ент диффу-

зии D, м
2
/с 

Инулин 3.8×10
-8

 1 7.8×10
-12

 

Надолол 5.3×10
-7

 0.23 4.61×10
-10

 
Конъюк-

тива 
Тинолол 5.2×10

-7
 1.61 6.46×10

-11
 

Инулин 9.0×10
-8

 1 4.5×10
-11

 

Надолол 3.9×10
-7

 0.23 8.48×10
-10

 Склера 

Тинолол 4.1×10
-85

 1.61 1.27×10
-10

 

 

эффициентов проницаемости и «коэффици-

ентов распределения» конъюнктивы и скле-
ры согласно обзору [16]. В свою очередь, ко-

эффициент проницаемости P связан с коэф-

фициентом диффузии D выражением Р =                             

= KD / l [2, 17], где К − коэффициент распре-

деления и l − толщина слоя. Рассчитанные 
коэффициенты диффузии данных лекарст-

венных препаратов приведены в последнем 

столбце таблицы. При этом безразмерный 

параметр κδ32 может принимать значения из 

диапазона 20–50. Это позволяет рассчитать, 
например, время выхода концентрации диф-

фундирующего вещества на стационар tстац, 

определяемое как промежуток времени от на-
чала процесса диффузии, за которое распре-
деление концентрации становится близким к 

стационарному с некоторой заданной точно-

стью, например, неотличимо визуально на 

графике. Для безразмерной величины t1стац 

расчёты дают значение ≈ 3.5, что соответст-

вует времени tстац ≈ 1.8 × 10
4
, 300 и 2150 с                 

для инулина, надолола и тинолола соответст-
венно. 

Таким образом, получены аналитиче-
ские выражения для распределения концен-

трации диффундирующей жидкости в двух-

слойной среде, моделирующей ткань глаза 
человека. Формулы достаточно компактны и 

удобны для расчетов, в том числе для реше-
ния обратных задач. 
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