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Показано, что используемый в оптике и электродинамике сплош-

ных изотропных сред показатель преломления n (индекс реф-

ракции, коэффициент замедления) для левосторонних метама-

териалов и вообще сред с отрицательной рефракцией нельзя 

ввести единым образом и считать его действительным, а в осо-

бенности отрицательным. Данный коэффициент в указанных 

средах вообще вводить нецелесообразно. 
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Why the Refractive Index Couldn't Be Negative 
 
M. V. Davidovich 
 

It had been shown that for left-handed metamaterials and generally 

for negative refraction media the refraction index could not be 

introduced uniformly and could not be considered as real, especially 

as negative. This index for above referred media is not expedient. 
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tion, left-handed media, metamaterials. 

 
В литературе широко распространено 

мнение, согласно которому у левых сред, об-

ладающих отрицательной рефракцией, отри-

цателен и показатель преломления. В 1967 г. 

В.Г. Веселаго опубликовал работу, где рас-

смотрел свойства среды (которую он назвал 

левой) со скалярными действительными од-

новременно отрицательными проницаемо-

стями ε  и µ  [1]. Для бесконечной в двух 

направлениях (x,y) пластины из такого мате-

риала конечной в направлении оси z толщи-

ны d он исследовал геометрическую (луче-

вую) дифракцию и нашел аномальный закон 

преломления типа закона Снеллиуса (Снел-

ля), а также и некоторые другие аномальные 

эффекты: Допплера, Вавилова−Черенкова, 

светового давления. С 80-х по 90-е гг. про-

шлого века усиленно начало развиваться на-

правление исследования искусственных сред 

(ИС), которые изучались еще в 40–50-х гг. и 

тогда назывались искусственными диэлек-

триками [2–8]. Затем за такими ИС закрепи-

лось наиболее общее название – метамате-

риалы. В 1990-е гг. стали широко исследо-

ваться периодические метаматериалы с про-

волочными включениями различной формы 

(wire media), получившие затем название ме-

таллические фотонные кристаллы (ФК). В 

2000 г. Д. Пендри опубликовал статью  [9], в 

которой утверждал, что линза Веселаго (да-

лее в литературе часто называемая идеальной 

линзой Пендри) преодолевает дифракцион-

ный предел. Однако рассмотрение Пендри 

основано на грубых ошибках (см., например, 

[6–8,10–19] и дискуссию в них). После пуб-

ликации [2] и аналогичных ей, включая и 

экспериментальные работы [20], окончатель-

но утвердились такие понятия, как среда Ве-

селаго (Veselago medium), двойные отрица-

тельные материалы (double negative materials 

– DNM, DNG), среды обратной волны 

(backward media), левые (левосторонние) 

среды (left-handed media – LHM), проволоч-

ные фотонные кристаллы (wire photonic 

crystals), сложные среды (complex media), 

среды с отрицательной групповой скоростью 

(NGV), среды с отрицательным индексом 

рефракции (показателем преломления) n и 

ряд других, а число публикаций по данному 

вопросу растет лавинообразно. Хотя термин 

«отрицательная рефракция» вполне устояв-

шийся и был известен давно [5–8, 18, 21, 22], 

а указанное явление имеет место также в за-

медляющих системах, кристаллах, диэлек-

трических ФК, где направление переноса 

энергии плоской монохроматической волной 

может составлять тупой угол с направлением 

движения фазы, термин «отрицательный по-

казатель преломления» (коэффициент замед-

ления, коэффициент рефракции), на наш 

взгляд, неправильный. Далее будет показано, 

почему он не может быть отрицательным и 

почему его вообще нецелесообразно вводить 

в средах с отрицательной рефракцией. Кста-
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ти, в ряде работ вместо него наряду с терми-

ном «отрицательная рефракция» использует-

ся термин «отрицательное преломление» [18] 

или «отрицательные среды» [22], а в работах 

[5–8,18] и ряде других дана история исследо-

ваний отрицательной рефракции, восходящая 

к более ранним работам Лэмба (1904), Лауэ 

(1905), Мандельштама (1940), к работам, свя-

занным  с лампами и антеннами обратной 

волны. 

Бытует мнение, что для левосторонних 

сред с 0<ε , 0<µ  можно извлечь квадрат-

ный корень так: εµ−=n , т.е. у них отри-

цательный коэффициент замедления (показа-

тель преломления, индекс рефракции). Рас-

смотрим, как получается n. В своей работе 

[1] В.Г. Веселаго изначально исходит из дис-

персионного уравнения (ДУ) для анизотроп-

ной среды [1]: 
 

0det =A ,  
kiiklkilik kkkcA +−= δµεω 222 /ˆˆ

r
. (1) 

 

Обозначая 222

0 / ck ω= , кроме (1) можно, 

вообще говоря,  использовать и уравнение 
 

0det =B ,  
kiiklkilik kkkkB +−= δεµ 22

0
ˆˆ

r
.    (2) 

 

Далее В. Г. Веселаго предполагает среду 

изотропной и записывает ДУ (1) так: 
 

022

0

2 =− nkk
r

,   εµ=2
n .               (3) 

 

Из уравнения (3) он определяет n и вво-

дит показатель преломления в уравнения 

Максвелла, чего в общем случае делать не 

стоит, поскольку в этих уравнениях изна-

чально присутствуют ε̂  и µ̂  (либо исполь-

зуются более сложные материальные урав-

нения). Введение n может быть целесообраз-

ным в оптике изотропных сред. Однако ДУ 

(1) и (2) есть уравнения для определения 

дисперсии, т.е. зависимости ( )0kkk
rr

= , или 

обратной зависимости ( )kkk
r

00 = . Если пло-

ская волна распространяется вдоль оси z, т.е. 

zkzk 0

rr
= , то уравнение (3) дает два решения: 

εµ2

0

2 kk z = , εµ0kk z ±= , что соответствует 

прямой и обратной волнам, причем для кор-

ня следует брать арифметическое значение, 

т.е. при 0<ε  и 0<µ  имеем 0>εµ . Таким 

образом, выбор прямой или обратной волны 

определяется знаком у zk , а не у n. В общем 

случае диссипативных сред этот знак следует 

выбирать из условия ( ) 0Im <zk  [22], т.е. вол-

на с зависимостью ( )zjktj z−ωexp  в среде 

затухает в направлении z переноса энергии. 

Последнее в диссипативных средах следует 

определять направлением вектора Пойнтинга 

[22–24], а не вектором групповой скорости, 

как это предлагается в большинстве работ. 

Такой выбор корня при 0<′ε  и 0<′µ  дает 

обратную волну: ( ) 0Re <zk . В изотропном 

случае оба рассмотрения [1] и настоящее эк-

вивалентны, однако следует иметь в виду, 

что первичным в ДУ является зависимость 

( )0kkk
rr

= , а не ( )0knn = . 

Все реальные левые среды (LHM) явля-

ются бианизотропными с периодическими 

включениями определенных металлических 

элементов (обычно штырей и разомкнутых 

кольцевых резонаторов, Ω -элементов и т.п.). 

Электрофизические параметры метаматериа-

ла определяются путем гомогенизации [18, 

25–38]. Последнюю желательно проводить 

на основе решения краевых задач определе-

ния дисперсии и полей для периодических 

структур (например, методом интегральных 

уравнений или плоских волн), затем на зада-

нии модели среды, например, в виде [37–39] 
 

( ) ( )[ ]HZEIHcEIPe
rrrrr

ξεεξεε ˆˆˆˆˆˆ
00

1

0 +−=+−= − , 
 

( ) ( )[ ]EZHIEcHIPm
rrrrr

ςµµςµµ ˆˆˆˆˆˆ 1

00

1

0

−− +−=+−= , 
 

и далее на определении параметров модели 

путем строгого или приближенного соответ-

ствия решения краевой задачи модели [37, 

38]. Здесь 
000 / εµ=Z , eP

r
 и mP

r
 – усреднен-

ные по ячейке дипольные моменты (электри-

ческий и магнитный), черта над полями оз-

начает усреднение. Эффективные тензорные 

параметры ξςµε ˆ,ˆ,ˆ,ˆ  среды при гомогениза-

ции зависят от метода усреднения и опреде-

лены, вообще говоря, для диапазона, по 

крайней мере D>λ , где D – характерный 

размер, связанный с областью усреднения 

(например, период ячейки). Кроме вычисле-

ния средних дипольных моментов ячейки для 

гомогенизации можно использовать сравне-

ние результатов строгих и модельных ДУ 
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метаматериала, а также сравнение результа-

тов задач падения под произвольными угла-

ми плоских волн на границу раздела вакуум–

метаматериал [2, 37, 40], поскольку в этом 

случае теорему погашения Эвальда–Озеена 

[35] можно доказать. Эффективные парамет-

ры следует подбирать так, чтобы минимизи-

ровать соответствующие среднеквадратич-

ные невязки [37, 40]. Для усредненных (с 

чертой) полей запишем 
 

( )rkjtjAE
rr

m
rr

ω= exp , ( )rkjtjCH
rr

m
rr

ω= exp .  (4) 
 

В общем случае из уравнений Максвел-

ла следует не (1), а матричное уравнение [37, 39] 
 









=










⋅













−

+
0

0

ˆ/ˆˆ

ˆ/ˆˆ

00

0

CZ

A

kk

kk
r

r

µς
ξε , 

а также и ДУ в формах 
 

( ) ( )[ ] 0ˆˆˆˆˆˆ 1

0

11

0 =ε+ς−µξ+ −−− Akkkk
r

,         

( ) ( )[ ] 0ˆˆˆˆˆˆ 1

0

11

0 =µ+ξ+ες− −−− Ckkkk ee

r
,       

(5)
 

 

и в формах 
 

( ) ( )( ) 0ˆˆˆˆˆˆdet 1

0

11

0 =ε+ς−µξ+ −−− kkkk , 

( ) ( )( ) 0ˆˆˆˆˆˆdet 1

0

11

0 =µ+ξ+ες− −−− kkkk .
       (6)

 
 

Здесь введены тензоры кросс-поляризации 

ςξ ˆ,ˆ   и определены матрицы 
 

















−

−

−

=

0

0

0

ˆ

xy

xz

yz

kk

kk

kk

k
, 

 

















−−

−−

−−

=
22

22

22

2ˆ

xyyxzz

yxxzyx

zzyxyz

kkkkkk

kkkkkk

kkkkkk

k .    (7) 

 

Из этих уравнений после гомогенизации 

и следует определять дисперсию ( )kfk
r

=0
. 

Метаматериалы обладают пространственной 

дисперсией, т.е. их эффективные параметры 

являются нелокальными. Если есть два сорта 

включений, первые из которых дают вклад в 

основном в электрическую поляризацию, а 

вторые – в магнитную, причем они имеют 

слабую электромагнитную связь, то тензора-

ми кросс-поляризации можно пренебречь: 

0ˆˆ == ςξ . Тогда  
 

[ ] 0ˆˆˆˆ 2

0

1 =ε+µ − Akkk
r

, [ ] 0ˆˆˆˆ 2

0

1 =µ+ε −
Ckkk
r

. 

Если матрицы (7) коммутируют с обратным 

тензором 
1ˆ −µ , то имеем 

[ ] [ ] 0ˆˆˆˆˆ 22

0

22

0

2 =+=εµ+ AnkkAkk
rr

, 

где 

( ) ( )ε ′′µ′+ε′µ ′′+ε ′′µ ′′−ε′µ′=

=′′+′=εµ=

ˆˆˆˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

j

njnn
.         (8)

 

 

В случае малых потерь имеем: 
 

( ) ( )[ ]2ˆ2/ˆˆˆˆ1ˆˆ njnn ′ε ′′µ′+ε′µ ′′+′= , 

при этом 

εµ ′′==′ ˆˆ)ˆRe(ˆ nn ,  
 

( ) ( )nnn ′′′′+′′′==′′ ˆ2/ˆˆˆˆ)ˆIm(ˆ εµεµ .        (9) 
 

Оба тензора (9) положительно определенные. 

Можно также ввести и тензор µε ˆˆ~̂ =n . Для 

того чтобы они совпали, проницаемости 

должны коммутировать. Если направления 

осей декартовой системы координат совпа-

дают с направлениями граней кубических 

ячеек периодичности, а указанные металли-

ческие включения симметрично расположе-

ны на этих гранях, то имеем упрощения: 

Îˆ εε = , Îˆ µµ = , εεε ′′−′= j , µµµ ′′−′= j , 0>′′ε , 

0>′′µ . В общем случае знак в (4) следует 

выбирать так, чтобы в направлении 

( ) ∗∗ Π+ΠΠ+Π=
rrrrr

/0n  движения энергии поле 

затухало. Здесь 2/∗×=Π HE
rrr

. Если при диа-

гональном тензоре n̂  положить 0== yx kk , 

то имеем два решения: 
xz nkk ˆ

0±=  и 
yz nkk ˆ

0±= . 

Здесь знак в диссипативных средах также 

выбирается из условия затухания в сторону 

распространения энергии. Для гипотетиче-

ской среды 1−== µε  в идеальной линзе Ве-

селаго–Пендри (ЛВП), которая не может 

быть физически реализована, имеем nkkz 0−=  

(обратная волна), где ( )( ) 111 =−−=n , что 

получается предельным переходом 0→′′ε , 

0→′′µ . Упомянутая экзотическая среда 

1−== µε  (антивакуум) не может быть соз-

дана в виде металлических ФК, вопреки ут-

верждениям в [41], и формально соответст-

вует разреженной бесстолкновительной 

плазме электрических и магнитных зарядов 

(монополей) на низких частотах [41]. Разре-
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женность необходима, чтобы не учитывать 

собственные поля плазмы, приводящие к ги-

ротропии, пространственной дисперсии и 

столкновениям. Для плотностей токов элек-

трической (e) и магнитной (m) поляризаций, 

поддерживающих в гипотетическом вещест-

ве с 1−== µε  волну, имеем EjJ e

P

rr

02 ωε−=  и 

HjJ m

P

rr

02 ωµ−= , т.е. поля и соответствующие 

им токи поляризации находятся в противофа-

зе. Применяя теорему Пойнтинга в ком-

плексной форме с рассмотрением токов по-

ляризации в вакууме, что эквивалентно учету 

среды, получим для плотности собственной 

энергии поля 
EMW :  

4/4/
2

0

2

0 HEWWW m

EM

e

EMEM

rr
µε +=+= ,  

 

4/4/
2

0

2

0 HEWWW m

EM

e

EMEM

rr
µε +=+= ,  

 

а для запасенных реактивных мощностей в 

среде (электрической и магнитной) найдем  
 

2

02/ EjJEP e

P

e

r

rrr
ωε==

∗
, 

 

2

02/ HjHJP m

P

m

R

rrr
ωµ−== ∗ . 

 

Поэтому имеем m

EM

e

EM WW = , а реактивные (за-

пасенные) мощности среды (электрическая и 

магнитная) равны, и им соответствуют равные 

запасенные плотности электрической и маг-

нитной энергий вещества: 
EM

m

MED

e

MED WWW == , 

поскольку в рассматриваемой среде =H
r

 

E
r

00 /µε= . Это означает, что полная плот-

ность энергии поле–вещество есть 
EMWW 3= , 

а скорость энергии в три раза меньше скоро-

сти света: 3/cve = . Это же следует из формул 

работы [41] для групповой скорости в плазме 

электрических и магнитных монополей: 

3/cvg =
r

, 3/pg vv
rr

−= . Распространение вол-

ны вызывает токи поляризации среды, а те, в 

свою очередь, поддерживают волну. Именно 

нахождение их в противофазе приводит к 

обратной волне. Однако энергия и перено-

сящие ее фотоны движутся в прямом направ-

лении от источника, что не может приводить 

к отрицательному световому давлению, так 

как импульс поля переносится в направлении 

вектора Пойнтинга (в рассмотренном случае 

в направлении 0n
r

 оси z). Следует заметить, 

что в wire media без потерь и в рассматри-

ваемых гипотетических бесстолкновитель-

ных средах всегда имеются абсолютно упру-

го рассеянные фотоны, сдвинутые по фазе 

относительно  поля и движущиеся в обоих 

направлениях. Однако результирующий пе-

ренос энергии и импульса осуществляется в 

положительном направлении, а в результате 

интерференции волн фаза бежит назад. В ра-

боте [42] в этой связи допущена очевидная 

ошибка. Поскольку монополи Дирака до сих 

пор не открыты, а бесстолкновительную 

плазму создать нельзя в принципе, подобные 

среды следует считать гипотетическими. Из  

уравнения (6) при аналогичных предположе-

ниях следуют ДУ, в которые входит эрмито-

во-сопряженный тензор ∗n̂ . Трудности вве-

дения 0<n  обсуждаются в [36], а в работе 

[43] предложено всегда считать 0>n , выби-

рая соответствующие знаки в решениях ДУ, 

в формуле Снелля и в других формулах. 

Модель среды можно взять и  в форме, 

используемой в [18] с учетом возбуждения 

экситонов. Такая модель удобна для природ-

ных кристаллов или метаматериалов c нано-

размерными включениями, когда усреднение 

по физически бесконечно малому объему 

уже не работает, а их собственные прони-

цаемости и поверхностные импедансы ис-

пользовать неправомочно. В [18] показано, 

что в этом случае ( )ωε , а особенно ( )ωµ  

имеют ограниченный физический смысл. 
 

Выводы  

Итак, нет единого действительного по-

казателя преломления. Обе величины n̂  и 
∗n̂ , которые в обычном смысле могут соот-

ветствовать n, комплексные, и более того – 

тензорные. Вообще даже двух комплексных 

тензоров n̂  и 
∗n̂  для описания левосторон-

них сред недостаточно, и надо использовать 

четыре тензора. В гипотетическом случае 

отрицательных проницаемостей 0<ε , 0<µ  

можно ввести один действительный положи-

тельный показатель преломления (коэффи-

циент замедления или коэффициент рефрак-

ции) εµ=n , выбирая знак у zk , соответст-

вующий обратной волне, поскольку именно 

zk  (а не n) есть результат решения простей-
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шего одномерного ДУ. Тогда этот показатель 

преломления имеет смысл  замедления 

cvkkn pz // 0

r
== . Принцип Ферма для такой 

гипотетической среды имеет такой же вид, 

как и в [43] с той лишь разницей, что вместо 

отрицательного n следует использовать от-

рицательный путь, так как фаза движется 

вспять движению энергии. Изменением знака 

модифицируется и закон Снелля [43]. Если 

обычная оптическая линза в конечной полосе 

частот абсолютно прозрачна (не имеет по-

терь), то фазовая и групповая скорости в ука-

занной полосе равны: 
gp vv
rr

=  [23, 24]. По-

этому все лучи в фокус линзы приходят в 

фазе с одинаковым групповым временем за-

держки [ ] 1

/1
−

∫∫ === ndlcdlv ppg

r
ττ . В слу-

чае же идеальной ЛВП при фокусировке по-

ля нормально расположенного точечного ди-

поля все лучи в фокус приходят в фазе (ну-

левой), но с разными временами групповых 

задержек, лежащих в бесконечном интервале 

∞<≤ gcd τ/4 . Линза не фокусирует точно 

точечный квазистационарный источник. Тем 

более она не фокусирует короткий импульс, 

излученный этим источником, что, в частно-

сти, констатируется в [44]. Расположенный 

нормально на расстоянии dl <  гармониче-

ский диполь должен для фокусировки дейст-

вовать бесконечно долго. Для касательного 

точечного диполя даже в этом случае полной 

фокусировки нет, так как его поле азиму-

тально несимметрично, и диполь не создает 

сходящуюся в точку сферическую волну как 

в нормальном случае [17]. Кстати, во всей 

имеющейся по ЛВП литературе рассматри-

вается фокусировка только для нормального 

диполя. Заметим также, что при конечном d 

и расположении диполя на конечном рас-

стоянии теорема погашения для ЛВП не до-

казана и, по-видимому, не может быть дока-

зана без введения промежуточных слоев [39]. 

Поэтому диполь, расположенный на рас-

стоянии dl <  к «идеально согласованной» 

ЛВП, создает отраженную квазисфериче-

скую волну тем более сильную, чем меньше 

l. Строгая волновая картина изображения 

реального объекта дается комбинацией трех-

мерного векторного спектрального, а также и 

поверхностного (или объемного) интегралов 

от распределения источников по его поверх-

ности (или в его объеме) по всевозможным 

пространственным спектральным перемен-

ным 
zyx kkk ,,  в диапазонах ( )∞∞− , , включая 

распространяющиеся под всеми углами и 

затухающие («эванесцентные») волны. Такое 

интегральное преобразование дает изобра-

жение, т.е. переносит значение источника из 

точки r ′
r

 объекта в точку r
r

 его наблюдения, 

а ядро преобразования есть тензорная функ-

ция Грина слоя. При этом нет никакого пре-

одоления дифракционного предела. Плотно-

сти энергии и импульса, а также скорости их 

переноса определяются соответственно ре-

зультатам работы [45], при этом световое 

(электромагнитное) давление всегда положи-

тельное. 
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