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Введение 

В последнее время широко используются и исследуются 
волноводы с оболочкой из метаматериалов в виде фотонных 
кристаллов (ФК) – фотонно-кристаллические волноводы (ФКВ) 
[1–3]. Имеется несколько типов таких волноводов, один из кото-
рых – волновод с полой сердцевиной, соответствующий диэлек-
трическим волноводам (ДВ) типа «полый канал в диэлектрике» 
(ПКД) [4–9]. Принцип работы таких ДВ и ФКВ основан на рас-
пространении в вакууме (сердцевине или канале) под малыми 
углами к оболочке при хорошем отражении от нее лучей, соот-
ветствующих модам. Указанные волноводы всегда являются 
многомодовыми с основной модой HE11, вырожденной по поля-
ризации, при этом с ростом частоты угол скольжения уменьша-
ется, модуль коэффициента отражения от оболочки увеличивает-
ся, потери падают за счет преимущественного распространения в 
вакууме, а число распространяющихся мод растет. Все такие мо-
ды являются вытекающими, а потери основной и нескольких 
первых мод обусловлены в основном вытеканием и слабо зави-
сят от потерь в толстой оболочке, в которую они почти не про-
никают. Для ФКВ предполагается наличие зоны bandgap (полно-
го непропускания) соответствующего  двумерно-периодического
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ФК. Если  бы  полоса  основной моды соот-
ветствовала этой зоне, а все высшие моды 
имели более высокочастотные отсечки, то 
это (с точностью до поляризационной ориен-
тации) означало бы одномодовость ФКВ для 
моды HE11. Однако возмущение (полая серд-
цевина) приводит к нарушению зонной стру-
ктуры бесконечно-периодического ФК и к 
разрушению зон bandgap (непропускания). 
Так, в такой зоне может появиться разре-
шенная полоса (дисперсионная ветвь). Нали-
чие потерь в диэлектрике бесконечного ФК 
также приводит к разрушению зон bandgap 
[10], при этом дисперсионные ветви соответ-
ствующих прямых и обратных волн соседних 
зон Бриллюэна смыкаются, а в полосе band-
gap возможно распространение волн с боль-
шими потерями (для двумерных ФК удобнее 
говорить о дисперсионных поверхностях). К 
таким же эффектам приводит и конечность 
ФК [10], т.е. наличие нескольких или не-
скольких десятков периодически повторяю-
щихся слоев оболочки, что всегда имеет ме-
сто в реальных ФКВ. Все указанные эффекты 
связаны с нарушением периодичности. Так, 
потери в материале нарушают периодич-
ность из-за затухающего характера волн, а 
конечный ФК представляет собой, по сути, 
многополосовой фильтр, заграждение в по-
лосах режекции которого всегда конечно. В 
конечном ФКВ также возможны и медлен-
ные поверхностные моды оболочки. Рас-
смотренный выше тип ФКВ, когда из серд-
цевины ФК удаляется материал, можно ха-
рактеризовать как «акцепторный». Исполь-
зуются также и ФКВ «донорного» типа, ко-
гда в удаленную полость помещается другой 
диэлектрик (обычно оптически более плот-
ный). Для анализа мод в ФКВ часто исполь-
зуют метод сверхрешетки (т.е. двумерно-
периодическое продолжение структуры ре-
ального ФКВ в поперечных направлениях) в 
сочетании с методом плоских волн [11]. Ука-
занный подход является приближенным, по-
скольку не учитывает конечность оболочки. 
Он, в частности, не позволяет рассчитать по-
тери ФКВ − как связанные с потерями в ди-
электрике, так и с вытеканием. 

Несколько десятилетий назад были 
предложены ДВ типа полый канал с много-
слойной квазипериодической оболочкой, об-

ладающие сходными с ФКВ свойствами [5]. 
Их анализ возможен, например, на основе 
метода матриц передачи [8, 9] или на основе 
методов типа прогонки [9]. Подобные волно-
воды с многослойной непериодической обо-
лочкой могут демонстрировать улучшение 
селекции мод по потерям [8]. Их удобно ис-
пользовать в миллиметровом, субмиллимет-
ровом и квазиоптическом диапазонах. Для 
выбора направления линейной поляризации 
основной волны в таких ДВ используется 
поляризационная решетка из тонких парал-
лельных металлических проволочек, ориен-
тированных вдоль возбуждающего электри-
ческого поля (в КВЧ диапазоне это обычно 
прямоугольный волновод). Две повернутые 
на некоторый угол такие решетки представ-
ляют собой аттенюатор. 

В данной работе предложены инте-
гральные (ИУ) и интегродифференциальные 
уравнения (ИДУ) для ФКВ с неограниченной 
и ограниченной оболочками и приведен ряд 
численных результатов. Рассмотрение ведет-
ся на основе функций Грина (ФГ) двумерно-
периодически расположенных источников 
(2-D периодических ФГ), а также на основе 
квазипериодических ФГ [10]. Как частный 
случай, указанные уравнения применимы для 
многослойных ДВ класса ПКД.  

 
1. Функция Грина 2-D ФК и интегральные уравнения 

Рассмотрим бесконечный однородный и 
изотропный магнитодиэлектрик с диэлектри-
ческой проницаемостью ε  и магнитной про-
ницаемостью µ, в который периодически в 
плоскости (х, у) внедрены одинаковые ме-
таллические и/или магнитодиэлектрические 
объекты, однородные по оси z. Зависимость 
волн в такой структуре будем искать в виде 
exp (jω t − jγ z), где γ = k z соответствует z-ком-
поненте волнового вектора k

r
. Пусть метал-

лические объекты в ячейке периодичности с 
номером 0 характеризуются совокупной 
двумерной областью с площадью поперечно-
го сечения 0SM ∈Σ  (и совокупным ограни-

чивающим контуром ML ), расположенной в 
элементарной ячейке 0S . Область MΣ  может 
быть многосвязной. Принадлежность объекта 
к металлическому типу означает выполнение 
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на его поверхности импедансного гранично-
го условия ( )( )HZE

rrrrr
××=× ννν , где Z – 

поверхностный импеданс, а ν
r

– внешняя 
нормаль в области MΣ  к контуру ML . При-
надлежность объекта к магнитодиэлектриче-
скому типу означает, что он электродинами-
чески эквивалентен объемным электриче-
ским и магнитным токам поляризации с 
плотностями соответственно 

 

( ) ( )( ) ( )rEIrjrJ e
p

rrrrr
0 εεωε −= ,  

 

( ) ( )( ) ( )rHIrjrJ m
p

rrrrr
0 µµωµ −= ,  

 

расположенными  в  области  0SSD ∈ .  Здесь 

ε, µ – тензоры макроскопических диэлектри-
ческой и магнитной проницаемостей соот-
ветствующих   периодических   включений,   
I – единичный тензор. 

Периодическое внедрение означает транс-
ляционную  симметрию, т.е.  наличие прими- 

тивных трансляционных векторов iar  (перио-
дов решетки) и векторов периода 

nAananp rrrr
=+= 2211 . Здесь nr  – вектор 

сдвига (нумерации) ячеек с целочисленными 
координатами in , 2,1=i , а A  – трансляци-
онная матрица (составленная из векторов-
столбцов iar ). ФК разбивается на ячейки NS , 

нумеруемые вектором nr  или мультииндек-
сом ( )21,nnN =  с одинаковыми площадями 

NS  поверхностей, для которых имеет место 

соотношение 0210 SaaSSN =×==
rr

. 

Для решения подобных задач наиболее 
удобен метод функций Грина (ФГ) периоди-
чески расположенных источников [10, 12–16], 
приводящий к ИУ в одной (обычно в нулевой) 
ячейке 0S , а точнее в области DS  и на кон-

туре ML . Такая скалярная ФГ имеет вид [10] 
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Здесь  ck /0 ω=  – волновое число, трех-
мерное  суммирование  осуществляется  по 
вектору nr  (мультииндексу N ) в бесконеч-
ных пределах ∞<<∞− in , 12 −= Ag π  – 

тензор обратной решетки, ⊥k
r

 – приведенный 
волновой вектор, связанный с вектором фа-
зовых сдвигов на ячейку: ⊥= kA

rr
ϕ .  Соответ- 

ственно ϕ
rr

1−
⊥ = Ak . В формуле (1) можно 

брать любой знак, поскольку в бесконечной 
периодической среде прямые и обратные 
волны неразличимы. Будем брать знак «ми-
нус». Если векторы iar  ортогональны и на-
правлены соответственно по осям x, y , то 
матрица A становится диагональной, а вид 
ФГ (1) упрощается: 
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Здесь ( ) ( ) 0201 /2/2 yaxag rrr ππ +=  – вектор 
обратной решетки. Индексы 1 и 2 будем со-
поставлять x и y, если векторы 21,aa rr

 колли-
неарны орт-векторам 0xr , 0yr . ИУ и ИДУ для 
различных включений с ФГ трехмерно-пери-
одической (3-D), двумерно-периодической 
(2-D) и одномерно-периодической (1-D) ФГ 
сформулированы в работе [10]. Электромаг-
нитное поле создается источниками в виде 
плотности   поверхностного   электрического 

тока τJ
r

 на металлических поверхностях и 
токами поляризации во включениях. Приве-
денные ФГ (1), (2) пригодны для любых за-
висимостей полей от z. Если же использовать 
экспоненциальную зависимость полей и тока 
с волновым числом k z = γ, то интегрирование 
по z′  выполняется элементарно, при этом в 
ИУ и ИДУ появляется множитель exp (− jγ z). 
Он, в частности, появляется в зависимости 
электрических и магнитных вектор-потенци-
алов: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )∫∫ ′′−′′−+′′′′−=
VL
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M
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3
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( ) ( ) ( )[ ] ( )∫ ′′−′′−=
V

m rdrHIrrrkkGjrA rrrrrrrrr
3

00 ,,~ µµεµωµ ,                            (4) 

 

через которые стандартно выражаются поля. 
В зависимости (3) и (4) входят полные поля 
волновода, при этом плотность тока τJ

r
 оп-

ределена  на  поверхности  цилиндра с конту- 

ром ML . Сокращая на указанный экспонен-
циальный множитель, получим парные ги-
персингулярные ИУ для электрического и 
магнитного поля, а также и тока: 
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В приведенных уравнениях величина 
22

0 γεµχεµ −= k  представляет собой попе-

речное волновое число в основе, тензоры 
( ) ( ) Irr / −= ⊥⊥ εεκε

rr
 и ( ) ( ) Irr / −= ⊥⊥ µµκµ

rr
  

соответствуют восприимчивостям включе-
ний соответственно для магнитодиэлектри-
ческой основы, ⊗  – символ тензорного (ди-
адного) произведения векторов, 2-D ФГ εµG&&&  
имеет вид  
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Здесь введена двумерная скалярная ФГ 
[17], выражающаяся через функцию Ганкеля 
второго рода индекса 0: 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )⊥⊥ −= rHjrG rr

εµεµεµ χχ 2
0

2 4/ .     (8) 

Решать ИУ (5) и (6) следует одновре-
менно. При этом, задавая 1k  и 2k , из реше-
ния можно определить дисперсию ( )0kγγ = . 
Объемно-поверхностные уравнения (5), (6) 
являются наиболее общими для продольных 
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волн в 2-D ФК, при этом они решаются в 
«двумерном объеме» – на поверхности 0S  и 

на «одномерной поверхности» – контуре ML . 
Обычно желательно сформулировать урав-
нения только относительно электрического 
или магнитного поля. Для приведенных ИУ 
это можно сделать, выразив E

r
 и H

r
 из урав-

нений Максвелла и подставив их под инте-
гралы соответственно в уравнения (6) и (5). 
При этом получаются ИДУ. Для идеально 
проводящих включений с замкнутым конту-
ром контурный интеграл можно преобразо-
вать, выделив внеинтегральный член. Однако 
в высокочастотных диапазонах металличе-
ские включения обладают заметным импе-
дансом. Вводя соотношение ττ σEJ

rr
= , мы не 

рассматриваем поля внутри контура ML , при 
этом учитывается как касательная к контуру 
в его плоскости компонента поля, так и zE . 
В квазиоптическом и оптическом диапазоне 
следует учитывать электрофизические свой-
ства металлов [18], при этом металл стано-
вится подобен плазме с соответствующими 
диэлектрическими свойствами, а контурный 
интеграл  превращается  в  соответствующий  

интеграл по поперечному сечению Σ . Ме-
таллические включения в ФК оптического 
диапазона практически не используются, как 
не используется и магнитная основа, т.е. 
обычно µ = 1. Магнитные включения, напри-
мер, ферритовые, используются, но реже и в 
основном для управления магнитным полем 
дисперсионными свойствами. Таким обра-
зом, ФКВ обычно представляет собой ди-
электрическую основу, в которую периоди-
чески в поперечных направлениях включены 
диэлектрические цилиндрические тела или 
полости. Заметим, что полость представляет 
собой дефицит тока поляризации основы, т.е. 
ИУ (5), (6) в этом случае описывают такие 
ФК, для которых решение ищется только в 
полости, при этом ( ) ( )Ir 11 −= −

⊥ εκε
r

, 

( ) ( )Ir 11 −= −
⊥ µκµ
r

. Часто полости заполня-

ются другим диэлектриком, например, одно-
осным нематическим жидким кристаллом, 
что позволяет электрически управлять дис-
персией [19]. В случае конечных ФК следует 
использовать ФГ вакуума (ε = µ = 1). Далее 
будем рассматривать наиболее характерный 
для ФКВ случай µ = 1, µ = I. В результате вы-
ражения (5) и (6) можно записать в виде 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫ ′′′′′−+−∇⊗−∇= ⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

DS

ydxdrErrrGkzjzjrE rrrrr&&&rrrr
εεµεµ

κχεµγγ 2
000 ,            (9) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ydxdrErrrGzjjrEzjjrH
DS

′′′′′−×−∇=
×−∇

= ⊥⊥⊥⊥⊥
⊥⊥

⊥ ∫
rrrrr&&&r

rrr
rr

εεµεµ
κχγωε

µωµ
γ

00
0

0 .  (10) 

 

Общий интеграл соотношения (10) показы-
вает, что электрическое поле равно интегра-
лу в правой части (10), умноженному на 2

0k  
плюс градиент некой произвольной функции: 
( ) ( )⊥⊥ −∇ rFzj rr

0γ . Если взять эту функцию в 
виде дивергенции от указанного интеграла 

 

( ) ( )×−∇= ⊥⊥ 0zjrF rr γ  
 

( ) ( ) ( )∫ ′′′′′−× ⊥⊥⊥⊥

DS

ydxdrErrrG rrrrr&&&
εεµεµ

κχ , 

 

то уравнения (9) и (10) совпадут. Используя 
известное векторное тождество и уравнение 
для ФГ, уравнение (9) можно переписать так: 

 

( ) ( ) ( )×−∇= ⊥⊥⊥ 0zjrEr rrrr γε ( )×−∇⊥ 0zj rγ  
 

( ) ( ) ( ) .∫ ′′′′′−× ⊥⊥⊥⊥

DS

ydxdrErrrG rrrrr&&&
εεµεµ

κχ  (11) 

 

Удобно использовать также ИДУ для 
магнитного поля: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )∫ ′′×−∇′′′−×−∇= ⊥⊥⊥
−

⊥⊥⊥⊥⊥

DS

rdrHzjrrrrGzjrH 2
0

1
0

rrrrrrr&&&rrr
γεκχγ εεµεµ

,        (12) 
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получающееся из уравнения (10) путем ис-
пользования уравнения Максвелла в области 

DS  в виде ( ) ( )( )×−∇′=′ ⊥⊥
−

⊥ 0
1 zjrrEj rrrr

γεω  

( )⊥′× rH rr
. Подстановкой этого соотношения в 

уравнения (9) или (11) получим ИДУ для 
магнитного поля. Такие уравнения использо-
вать неудобно. Следует заметить, что ИУ (9) 
приводит к большому числу эквивалентных 
ИДУ для электрического поля, нагруженных 
контурными интегралами по контуру DL  об-
ласти DS  и имеющих пониженную сингу-
лярность ядер. Такие преобразования можно 
выполнить несколькими способами. Один из 
них – перенос однократный или двукратный 

действия указанных операторов с ФГ на по-
дынтегральную функцию. Именно функция 

εµG&&&  логарифмически сингулярная. Действуя 

на нее оператором ( )( ) ≡≡∇⊗∇ ⊥⊥ divgrad  

⋅∇∇≡ ⊥⊥ , получаем гиперсингулярное ядро 
с неинтегрируемой особенностью типа 

2−
⊥⊥ ′− rr rr

. Поскольку ( ) =′−∇ ⊥⊥⊥ rrG rr&&&
εµεµ

χ  

( )⊥⊥⊥ ′−∇′−= rrG rr&&&
εµεµ

χ , где штрих у опера-

тора набла означает дифференцирование по 
точке истока, то подобный перенос с исполь-
зованием векторных интегральных теорем 
имеет вид 

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) .∫∫

∫∫

∫∫

′′′⋅∇′′−′−′′′⋅′′−∇−

−′′′′⋅∇′∇′′−=′′′⋅′′−∇−

−′′′′⋅∇′′−∇=′′′′′−⋅∇∇

⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

DD

DD

DD

LL

SL

SS

ldrErrrGrldrErrrrG

ydxdrErrrGldrErrrrG

ydxdrErrrGydxdrErrrG

rrrrr&&&rrrrrrrrr&&&

rrrrr&&&rrrrrrr&&&

rrrrr&&&rrrrr&&&

εεµεµεεµεµ

εεµεµεεµεµ

εεµεµεεµεµ

κχνκνχ

κχκνχ

κχκχ

 (13) 

 
 

Здесь использована теорема о диверген-
ции (Гаусса) и теорема о градиенте. В урав-
нениях типа (12) следует использовать тео-
рему о роторе. При двойном переносе ядро 
имеет слабую логарифмическую сингуляр-
ность, однако использовать подобные ИДУ 
проблематично из-за алгоритмических слож-
ностей при вычислении контурных интегра-
лов, особенно если область имеет сложную 
конфигурацию. Альтернативные методы по-
лучения ИДУ основываются на лемме Ло-
ренца, формулах Стрэттона−Чу и формулах 
Грина. Понижение сингулярности возможно 
и путем непосредственного интегрирования 
по координатам точки наблюдения [20]. 

Другой подход основан на получении 
сингулярных ИУ. Пользуясь значениями 
функции Ганкеля при малых аргументах, 
особенность ядра в (13) представим в виде 

( ) ( ) ( )( )RkRG εµγπχεµεµ 00
1 /2ln2~ −&&& , где γ0 =  

= 1.7810724,  ⊥⊥ ′−= rrR rr
.  Поэтому  можно  

записать ( ) ( ) ( )RGRRG εµεµεµεµ
χδχ &&&&&& +Φ= , где 

( ) ( ) ( )RR ln2 1−−=Φ π  – логарифмический по-

тенциал, а εµδG&&&  – функция регулярная. Для 

логарифмического потенциала обычным об-
разом с использованием формулы Остро-
градского   доказывается   свойство   диффе-
ренцирования  его  распределения  с  плотно-
стью ρ  [21]. Рассмотрим объемный двумер-
ный потенциал 

 

( ) ( ) ( )∫ ′′′−′= ⊥⊥⊥⊥

DS

ydxdrrGrrV rr&&&rr
εµεµ

χρ . (14) 

 

Очевидно, у него существуют первые 
производные. Окружим точку ⊥r

r
 кругом δS  

радиуса δ . Очевидно, в области δSSD −  

существуют все вторые производные потен-
циала (4). В области δS  представим функ-

цию εµG&&&  указанным выше образом. Стяги-

вая δS  в точку и пользуясь теоремой о сред-

нем [21], получим:  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

limlimlim 02

2

02

2

0
⊥

⊥⊥⊥→⊥→⊥→ −=′′′−′=
∂
∂

=
∂
∂

∫
rydxdrrGrrV

y
rV

x S

r
rr&&&rrr ρχρ

δ

εµεµδδδ .  (15) 

 

Запишем уравнение (9) относительно поперечной и продольной частей поля: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) .

,

..

2
1

22
0

2
0

∫

∫

∫

∫∫

∫

′′′′′−−+

+′′′′⋅′−∇−=

′′′′′−∇−

−′′′−Φ∇∇⋅′′+′′′−∇∇⋅′′+

+′′′′′−+′′−=

⊥⊥⊥⊥

⊥⊥⊥⊥⊥⊥

⊥⊥⊥⊥⊥

⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

D

D

D

DD

D

S
z

S
z

S
z

SS

S

ydxdrErrrGk

ydxdrErrrGjrE

ydxdrErrrGj

ydxdrrrErvpydxdrrGrEr

ydxdrErrrGkrErrE

rrrrr&&&

rrrrr&&&r

rrrrr&&&

rrrrrrr&&&rrr

rrrrr&&&rrrrr

εεµεµ

εεµεµ

εεµεµ

εεµεµε

εεµεµε

κχγεµ

κχγ

κχγ

κχδκ

κχεµκ

(16) 

 
 

Здесь   p.v.   означает   главное  значение  
интеграла,   получаемое   при   выкалывании  
δ -окрестности точки наблюдения. Все рас-
смотренные уравнения упрощаются для изо-
тропных включений, для которых ( )⊥′rrεκ  
скаляры, а также для однородных сред, для 
которых ( )⊥′rrεκ  – константы. При совпаде-

нии обоих случаев величина εκ  может быть 
вынесена за знак интеграла. 

 
2. Дисперсионные уравнения бесконечного 2-D ФК 

Далее для простоты будем рассматри-
вать ИУ и ИДУ только для электрического 
поля в ФК без магнитных и металлических 
включений. Дисперсионное уравнение (ДУ) 
для собственных волн определяет зависи-
мость ( ) 0,,0 =⊥ γkkF

r
 или ( )γ,0 ⊥= kfk

r
. 

Указанные функции зависят также от пара-
метров, определяющих конфигурацию ФК. 
Для получения ДУ следует решать приве-
денные уравнения в области DS . Введем 
обычным образом гильбертово пространство 
вектор-функций в области DS  со скалярным 
произведением 

 

( ) ( )∫ ⊥⊥ ⋅=
D

D S
S

dxdyrFrFFF rrrrrr
2

*
121, , 

 

DSFF ∈21,
rr

 . 

Пусть ( )⊥rE rr
 – некоторая функция из 

указанного пространства. Пусть ( )⊥rE
DS
rr

 – 

функция, получаемая при подстановке ( )⊥rE rr
 

в правые части приведенных выше уравне-
ний, например, в (9) или (16), т.е. результат 
действия соответствующего интегрального 
или интегродифференциального оператора. 
Построим билинейный функционал 

 

( ) ( )( )=Λ ⊥⊥⊥ γ,,,, 0 kkrErF
rrrrr

 
 

( ) ( ) ( ) ,, ⊥⊥⊥ −= rErErF
DS
rrrrrr

 

зависящий от параметров γ,,0 ⊥kk
r

. Его ста-
ционарное значение 0 достигается на точном 
решении задачи ( )⊥rE rr

0 . При подстановке в 
уравнение (12) точного решения ДУ прини-
мает вид 

 

( ) ( )( ) 0,,,, 00 =Λ ⊥⊥⊥ γkkrErF
rrrrr

.       (19) 
 

Для приближенного получения указан-
ного решения пробную и весовую функции 
необходимо представить в виде разложения 
по полной системе функций ( )⊥rum

rr
 рассмот-

ренного пространства соответственно с ко-
эффициентами mα  и mβ , а затем наложить 

условия экстремума ( ) 0/ * =Λ∂∂ mβ , m = 1, 
2, …, М  (здесь  Λ – квадратичная  форма, со- 

(17)

(18)
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ответствующая уравнению (19) при учете M 
функций). Тогда ДУ (19) приближенно имеет 
вид равенства нулю соответствующего опре-
делителя. При вычислении матричных эле-
ментов следует учитывать сингулярности 
ядер, которые во всех приведенных соотно-
шениях являются интегрируемыми. В част-
ности, при использовании ИУ (9) действие 
одного из операторов можно перенести на 
функцию F

r
. Если потребовать, чтобы нор-

мальная компонента этой функции обраща-
лась в нуль на контуре DL , контурные инте-
гралы не возникают. В этом смысле били-
нейный функционал удобнее, чем квадра-
тичный, для которого EF

rr
= , и контурные 

интегралы при использовании ИУ (9) обычно 
появляются. В качестве базисов удобно ис-
пользовать непрерывно-дифференцируемые 
двумерные векторные конечные элементы 
(КЭ), при этом достаточно легко аналитиче-
ски определяются диагональные матричные 
элементы. Итак, считаем, что точное реше-
ние 0E

r
 и точное значение 0k  при заданных 

значениях ⊥k
r

 и γ  определены. Если беско-
нечный 2-D ФК имеет диэлектрические по-
тери, величины ⊥k

r
 и γ  становятся ком-

плексными. В этом случае положим 0=⊥k
r

, 
т.е. будем искать комплексные значения 

γγγ ′′−′= j  при 0, >′′′ γγ  и периодических 
полях в поперечных направлениях. В случае 
комплексных γ  удобно задавать γ ′  и γ ′′  и 

для них искать 0k . Если такое значение не 
найдено (не существует), следует изменить 
γ ′′  и продолжить процесс. Можно также ис-

кать γ , задавая 0k . Поиск комплексных кор-
ней определителя большой размерности 
представляет собой сложную задачу, при 
этом возникают сложности классификации 
корней и мод. Поэтому более удобно исполь-
зовать итерационные методы для одновре-
менного  нахождения  корней  функционалов  
и  определения  соответствующих  им  полей  
из  ИУ. 

3. Интегральные уравнения неограниченного  
квазипериодического ФКВ 

Пусть бесконечный 2-D ФКВ представ-
ляет собой дефект ФК в виде акцепторных 
или донорных включений в одной или не-
скольких соседних ячейках, центр которых 
мы расположим в начале координат. В каче-
стве акцепторного включения может, напри-
мер, выступать полая сердцевина, а в качест-
ве донорного – включение с проницаемостью 

( )⊥r
rε~ , обычно (но не обязательно) оптически 

более плотного, чем ε . В частности, ( ) Ir~ =⊥
rε  

соответствует акцепторному включению. 
Пусть указанная область занимает двумер-
ный объем WS , который состоит из мини-
мального целого количества ячеек ФК, по-
крывающих неоднородность. Естественно, в 
ФКВ следует рассматривать лишь волны 
вдоль оси z, т.е. полагать 0=⊥k

r
. При этом 

на больших расстояниях от неоднородности 
в поперечном направлении волна либо выте-
кает, либо носит поверхностный характер и 
экспоненциально затухает. В первом случае 
γ  всегда комплексное, даже при отсутствии 
потерь в диэлектрике. Соответственно неод-
нородность приводит к тому, что полное по-
ле ( )⊥rE rr

 отличается от решения ( )⊥rE rr
0  на 

величину ( )⊥∆ rE rr
, т.е. ( ) ( ) ( )⊥⊥⊥ ∆+= rErErE rrrrrr

0 , 
так  же,  как  и  изменяется  постоянная  рас-
пространения γγγ ∆+=~  при данном вол-
новом числе 0k . Соответственно для поправ-

ки ( )⊥∆ rE rr
 следует получить уравнение. Если 

волна поверхностная, то поле ( )⊥∆ rE rr
 зату-

хает в поперечном направлении. Пусть 0S  – 

область, вне которой полем ( )⊥∆ rE rr
 можно 

пренебречь. Она включает в себя область 
неоднородности, а вне ее поле можно счи-
тать периодическим. В этом случае сформу-
лировать уравнения наиболее просто. Неод-
нородность приводит к дополнительному 
току поляризации ( ) ( )⊥⊥ =∆ rEjrJ P

rrrr
δεωε 0 , 

( ) ( )( ) εεεδε /~
⊥⊥ −= rr rr

. Этот ток отличен от 
нуля только в области WS  и только там в 
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ней, где 0≠δε . Все приведенные выше ИУ 
для собственных продольных волн ФК мож-
но записать в виде 

( ) =⊥rE rr
0  

( ) ( ) ( ) ,,,,~
00∫ ′′′′′= ⊥⊥⊥⊥

DS

ydxdrErkrrK rrrrr
εκγ  

где ( )γ,,,~
0krrK ⊥⊥ ′rr

 – некое ядро, зависящее 
от параметров. Оно для уравнений с внеинте-
гральными членами или контурными инте-
гралами может включать в себя двумерные и 
одномерные дельта-функции, а также опера-

торы дифференцирования (для ИДУ). Ука-
занное ядро разложимо в двумерный ряд 

 

( ) ( )∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
⊥⊥⊥⊥ =′=′

m n
mn krrKkrrK γγ ,,,,,,~

00
rrrr  

( ).,,, 021∑ ∑
∞

−∞=

∞

−∞=
⊥⊥ −−′=

m n
kanamrrK γrrrr

 

 

Этот ряд означает суммирование в уравне-
нии (20) по всем источникам тока поляриза-
ции во всех ячейках. Учитывая дополнитель-
ный ток поляризации, запишем ИУ ФКВ: 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∫ +′′′′′+′′′∆′′=∆ ⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

DSS

ydxdrErkrrKydxdrErkrrKrE rrrrrrrrrrrr
0000

~,,,,~,,,~

0

εε κγγδκγ  

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫∫ ′′′∆+′′′+′′′∆′′+ ⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

WSS

ydxdrErErkrrKydxdrErkrrK .~,,,,~~,,,,~
0000

0

rrrrrrrrrrrr δεγγδκγγδ ε   

 

Здесь  ( ) ( )−′=′ ⊥⊥⊥⊥ γγγδ ~,,,~~,,,,~
00 krrKkrrK rrrr

 

( )γ,,,~
0krrK ⊥⊥ ′−

rr
, индексы 0 и W у ядер в 

уравнении (22) означают, что в соответст-
вующих суммах типа (21) учтены только ис-
точники, попадающие в области 0S  и WS . 

Итак, при условии, что 0k , γ  и 0E
r

 известны, 

ИУ (22) позволяет определить γ~  и E
r

∆ , на-
пример, путем поиска экстремума функцио-
нала типа (18), а также используя итерацион-
ный  процесс для ИУ (22)  и  соответствую-
щего  ему  функционала.  Заметим,  что  из  
функционалов  можно  непосредственно  вы-
разить постоянную распространения в виде 

( )γγ ,0kΨ= , где в правую часть γ  входит 

нелинейно. Если она вытекает, то 0>′′γ , и 
поле в радиальном направлении далеко от 
неоднородности возрастает по закону 

( )ρρ jk−− exp2/1 , 0>′k , 0>′′k , если по-
терь в диэлектрике нет. Указанное свойство 
обусловлено свойством функций Ганкеля. 
Если есть потери, например, в основе, то по-
глощение может превысить возрастание от 
вытекания, и тогда вышеприведенные урав-
нения применимы.  

Рассмотрим  ФКВ  типа  полый  канал  в 

2-D ФК без потерь. Очевидно, ИУ для E
r

∆  
следует из соотношения 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫

∫

′′∆+′′−−

−′′′′′=∆+=

⊥⊥⊥⊥
−

⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥

W

D

S
W

S

ydxdrErEkrrK

ydxdrErkrrKrErErE

rrrrrr

rrrrrrrrrrr

00
1

00

~,,,~1

~,,,~

γε

κγ ε

 

 

и имеет вид 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]∫ −′′∆+′′′=∆ ⊥⊥⊥⊥⊥⊥

DS

ydxdrErErkrrKrE rrrrrrrrr
00

~,,,,~
εκγγδ  

 

     ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∫∫ ′′∆′′+′′∆+′′−− ⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥⊥
−

DW SS
W ydxdrErkrrKydxdrErEkrrK .,,,~,,,~1 000

1 rrrrrrrrrrr
εκγγε  

 

(20)
(21)

(22)

(23)
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4. Интегральное уравнение ограниченного ФКВ 

Ограниченность всегда означает нахож-
дение структуры в вакууме, т.е. ε = µ = 1. Ог-
раниченность также означает конечное число 
ячеек у ФК, что соответствует ФГ свободно-
го пространства с конечным числом членов в 
суммах [10]. Обычно ФКВ имеют оболочки, 
близкие к круглым. В качестве примера рас-
смотрим наиболее простой для анализа квад-
ратный ФКВ типа полый квадратный канал в 
квадратной оболочке (рис. 1).  
 

 
Рис. 1. Прямоугольный ФКВ  

типа «полый канал в оболочке» 
 

Пусть ФК состоит из 81 ячейки размера 
aaa == 21  с проницаемостью ε , а каждая 

ячейка имеет в центре полость размера bb × , 
ab < . ФКВ получается из ограниченного 

ФК путем удаления девяти центральных яче-
ек. Таким образом, размер полого канала 

aa 33 × , а оболочка имеет по три слоя в каж- 

дом из поперечных направлений. В данном 
случае квазипериодическая ФГ представляет 
собой конечную сумму типа (7) по 72 ячей-
кам при 0=⊥k

r
. Рассмотрим сначала беско-

нечный ФК и найдем его дисперсию 
( )0kγγ =  при 0== yx kk . Выберем начало 

системы координат в центре полого прямо-
угольного канала. Удобно взять ФГ для ди-
электрической среды. Тогда область поиска 
решения есть полый канал 2/2/ bxb <<− , 

2/2/ byb <<− . В этой области электриче-
ское поле соленоидально, удовлетворяет 
волновому уравнению и имеет все три ком-
поненты. С учетом этого и симметрии реше-
ние можно искать в виде 

 

( ) ( ) ( )zjyxjEx γβαγα −= expsinsin , 
 

( ) ( ) ( )zjyxjEy γβαγβ −−= expcoscos , (24) 
 

( ) ( ) ( ) ( )zjyxkEz γβαγ −−= expsincos22
0 , 

 

где 2
0

222 k=++ γβα . Можно рассмотреть и 
другие типы симметрии (поляризации). Ве-
совые функции F

r
 удобно выбирать так, 

чтобы они обладали той же симметрией, что 
и искомое решение. Возьмем соленоидаль-
ную вектор-функцию F

r
 такую, чтобы ее 

нормальная компонента равнялась нулю на 
контуре. Очевидно 

( ) ( ) ( ) ( )zjbybxbjFx γπππγ −= exp/sin/2sin/2 , 
 

( ) ( ) ( ) ( )zjbybxbjFy γπππγ −−= exp/cos/2cos/ ,                                 (25) 
 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )zjbybxbbFz γππππ −+= exp/sin/2cos//2 22 . 
 

Для высших мод можно рассматривать соот-
ношения типа (25) с соответствующим чис-
лом  вариаций  по  осям. Построим  функцио- 

налы на основе ИУ (9), умножая его скаляр-
но на ( )yxF ,⊥

r
 и на zFz0

r
. Экспоненциальную 

зависимость от z будем опускать. Тогда 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ,1

1

1

1

1

2
0

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫∫

′′′′−∇⋅−+

+′′′⋅′−∇⋅∇−+

+′′′⋅′−−−=

⊥⊥⊥⊥⊥
∗

⊥
−

⊥⊥⊥⊥⊥⊥
∗

⊥⊥
−

⊥⊥⊥
∗

⊥⊥⊥⊥⊥⊥
∗

⊥⊥

D D

D D

D DD

S S
z

S S

S SS

ydxdrErrGrFj

ydxdrErrGrF

ydxdrErFrrGkdxdyrErFI

rrr&&&rr

rrrr&&&rr

rrrrrr&&&rrrr

εε

εε

εε

χεγ

χε

χε

        (26) 
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( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .1

1

1

122
0

∫ ∫

∫ ∫∫

′′′⋅′−∇−−

−′′′′−−−−=

⊥⊥⊥⊥⊥⊥
∗−

⊥⊥⊥⊥
∗−

⊥⊥
∗

D D

D DD

S S
z

S S
zz

S
zzz

ydxdrErrGrFj

dxdyydxdrErrGrFkdxdyrErFI

rrrr&&&r

rrr&&&rrr

εε

εε

χεγ

χεγε

   (27) 

 

Интеграл (26) можно разбить на сумму 

yx III +=⊥ . Заметим, что для действитель-

ных 0k<γ  (т.е. для быстрых волн в отсутст-
вие потерь) α  и β  должны быть действи-
тельными. Однако это возможно только в 
пределе ∞→0k . В этом случае отражение 
от стенок полное, а α  и β  соответствуют 
волноводу с идеальными стенками. Поиск 
решения будем производить методом итера-
ций. Пусть при большом 0k  заданы началь-
ные значения α , β . Тем самым определено 
и начальное значение γ . Соответственно 
можно вычислить интегралы (26), (27). Из 
последнего определим скорректированное 
значение γ . С его использованием определя-
ем из xI  новое значение 0k  и соответственно 

значение 222
0 γβα −−= k . Затем тем же 

путем из yI  определяем 0k  и 222
0 γαβ −−= k . 

Наконец, из функционала zIII += ⊥  нахо-
дим новое значение 0k . Процесс повторяем 
до сходимости результатов. Заметим, что в 
силу определения в (26) можно заменить 

( )⊥
∗

⊥⊥ ⋅∇ rF rr
 на ( )⊥

∗∗− rFj z
rγ . При итерациях 

мы последовательно изменяем как собствен-
ные значения (волновое число 0k ), так и соб-
ственную функцию (величины γβα ,, ). Коль 
скоро собственная функция найдена внутри 
полости, она с помощью интегральных соот-
ношений определена везде. Когда сходи-
мость для данного 0k  достигнута, величина 

0k  немного уменьшается, а итерации повто-
ряются до следующей сходимости и т.д. Та-
ким образом, вычисляется дисперсия моды, 
определяемой начальными значениями α , 
β  при большом 0k . 

Для ФКВ с бесконечной оболочкой сле-
дует использовать ИУ (23), решение которо-
го следует искать в области полого канала 

WS  (поскольку  WD SS ∈ ).  Для  этого  также 
можно использовать представления решений 
(34) и пробные функции типа (25) с заменой 
γ  на γ~  и b  на a3 . В качестве исходного 
интегрального оператора в (23) можно взять 
ИУ (9) или другое, например, (16), а также 
любое ИДУ, нагруженное контурными инте-
гралами. Использование представлений по-
лей типа (24) приводит к экономным алго-
ритмам, поскольку неизвестными являются 
только три в общем случае комплексных па-
раметра. Применение разложения полей по 
каким-либо базисам (например, по двумер-
ным конечным элементам) приводит к алго-
ритмам достаточно большой размерности. 

Для ФКВ (см. рис. 1) примем соотноше-
ние 3/ab =  и будем использовать кусочно-
постоянные базисные КЭ. Тогда каждая из 72 
ячеек разбивается на 8 конечных элементов с 
тремя значениями компонент поля, а размер-
ность задачи становится равной 1728. Одна-
ко в силу симметрии достаточно учесть лишь 
четверть области ФКВ, и реальная размер-
ность равна 432. В случае использования ИУ 
(16) в качестве весовых функций можно так-
же взять кусочно-постоянные КЭ. Тогда на 
основе метода Галеркина задача сводится к 
векторному уравнению ( )EkKE γ,0

)
=  в 432-

мерном пространстве. Здесь E  – вектор из 
432 коэффициентов разложения, а K

)
 – соот-

ветствующая квадратная матрица, зависящая 
от 0k  и γ . Интегралы в ее диагональных 

элементах сходятся. Величина 2
0k  стандартно 

выражается через отношение двух квадра-
тичных форм: 

 

( )
( )EkQE

EkPE
k

γ
γ

,,
,,

0

02
0 =  .               (28)  
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В них ( )γ,0kP  и ( )γ,0kQ  − определенные 

матрицы, в которые параметры 0k  и γ  вхо-
дят нелинейно. Находить комплексные корни 
определителя порядка 432 неэффективно. 
Более эффективно методом совместной ите-
рации искать решения уравнения (28) и 
уравнения ( )EkKE γ,0

)
= . Использовать ку-

сочно-постоянные весовые КЭ для ИУ (9) 
нельзя, поскольку они не дифференцируе-
мые, а действие оператора ⊥⊥ ∇⊗∇  на лога-
рифмически сингулярное ядро приводит к 
неинтегрируемой особенности. Использова-
ние ИДУ требует применения дифференци-
руемых КЭ и приводит к громоздким кон-
турным интегралам и алгоритмам. Для полу-
чения численных результатов воспользуемся 
дифференцируемыми весовыми КЭ типа (25), 
например, взяв ( ) ( )( )×−−= сnjyxF /12~,утп πγ  

( )( ) ( )( )сynсxm /12cos/12cos ππ −−× , с = 9а. 
Указанные функции заданы на всей области 
ФКВ. Использовать их в качестве пробных 
КЭ нельзя, так как их нормальные компонен-
ты непрерывны на границе раздела диэлек-
трик − вакуум. Взяв 12,1 ≤≤ nm , получим 
432 весовые функции. При интегрировании 

по координатам точки наблюдения можно 
сначала вычислить интеграл по всему попе-
речному сечению ФКВ, а затем вычесть из 
него интегралы по светлым участкам (см. 
рис. 1). Итерационный подход с использова-
нием квадратичных и билинейных форм типа 
(28) позволяет определить все волны ФКВ, 
включая и поверхностные. Для того чтобы 
метод сходился к требуемой моде, надо нала-
гать соответствующие условия симметрии, 
нормировать решение на каждом шаге ите-
рации и требовать ортогональности искомой 
моды к ранее найденным. В случае поиска 
вытекающих мод параметр γ  комплексный, 
поэтому сходимости к собственным поверх-
ностным модам быть не может. 

Рассмотрим, наконец, интегрирование 
для логарифмической особенности с кусоч-
но-постоянными КЭ для диагональных мат-
ричных элементов. Соответствующие по-
дынтегральные выражения можно записать 
так: ( ) ( ) ( )[ ×∂∂+′′∂∂ )ln(/,)ln(/ RyyxERx iix  

( )] ydxdyxE iiy ′′′′× , . Рассмотрим интеграл для 
первого члена, обозначив значение x-компо-
ненты  ( )iix yxE ′′,   в  центре  КЭ  с  номером  i  

как xiE : 

( ) ( ) ( ) ( )
∫∫∫ ′′

′
′

+′′
′−

=′′
′−′+′−

iii S
xi

S

i
xi

S

ii
xi ydxdEydxd

R
xxEydxd

R
xxxxE

ρ
ϕcos

22 .               (29) 

 

При замене прямоугольного КЭ iS  кругом 
эквивалентной площади последний интеграл 
в уравнении (29) исчезает. Интегрирование 
первого  интеграла  по  точке  наблюдения  с 

бесконечно дифференцируемой функцией 

( ) ( )yxFyxf ii ,,
r

⋅∇= ⊥  по элементу iS  путем 

перехода к полярным координатам дает 
 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) .cos...sin,cos,,

cossin,cos,
2

∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

′′+′′′+′′′+′′=

=′′+′+′=′′
′−

i i

i ii i

S S
iiiyiiixiiixi

S S
iiixi

S S

ii
xi

ydxdddyxfyxfyxfE

ydxdddyxfEdxdyydxd
R

xxyxfE

ϕρϕϕρϕρ

ϕρϕϕρϕρ
 

. 

Очевидно, если область iS  является 

кругом, интеграл от первых четырех членов в 

квадратных скобках равен нулю.  

Для малой области рассмотренный ин-

теграл мал, и им можно пренебречь. 

 
 

5. Численные результаты 
На рис. 1–6 приведены результаты ряда 

численных экспериментов, иллюстрирующие 
свойства ФКВ и волноводов типа ПКД.  

На рис. 2 демонстрируется дисперсия 
бесконечного двумерно-периодического ФК 
при поперечном распространении волн вдоль 
одной из координат.  
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Рис. 2. Дисперсия ( )0kkx  в 2-D ФК при 0== γyk :  

ε = 12.0 (кривые 1)  и  ε = 3.0 (кривые 2) 
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Рис. 3. Дисперсия для LM- моды (а) и замедление (б) 
в плоскопараллельном полом канале при следую-
щих параметрах бесконечной оболочки: ε = 3.0 (кри-
вая 1);  ε = 12.0  (кривая 2); ε = 3.0 – j12.0 (кривая 3);  

ε = 1.0 – j104 (кривая 4) 
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Рис. 4. Нормированные потери Re(γ)a LM-моды.  

Обозначения кривых см. на рис. 3 
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Рис. 5. Замедление n = Re(γ) / k0 (штриховые кривые) 
и нормированные потери −Im(γ)a (сплошные кри-
вые) волны HE11 для волновода класса ПКД (см. 
рис. 1) без использования фотонно-кристаллической 
структуры (без полостей): ε = 3.0 (кривые 1); ε = 3.0 –    

− j3.0 (кривые 2); ε = 12.0 – j12.0 (кривые 3) 
 

Рис. 3 и 4 соответствуют результатам 
для волновода типа полый плоскопараллель-
ный канал ширины a в магнитодиэлектрике, 
ограниченный полубесконечными импеданс-
ными стенками. Стенки предполагаются вы-
полненными из полубесконечного магнито-
диэлектрика, в результате чего на его грани-
це раздела можно задать импеданс, а диспер-
сионные уравнения  записываются  явно ана- 
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Рис. 6. Логарифм замедления (сплошные кривые) и нор-
мированные потери (штриховые кривые) первой HE-
моды полого канала размера a×a со сплошной бесконеч-
ной плоскопараллельной оболочкой (1), полого канала с 
плоскопараллельной оболочкой (2) и фотонно-кристал-
лического  волновода  (3).  Во  всех  результатах ε = 3.0 –  

− 0.05j, а характерные размеры каналов совпадают 
 

литически [22], что важно для качественной 
оценки других подобных результатов. С 
практической точки зрения магнитодиэлек-
трическую пластину можно считать полубес-
конечной, если все излучение из канала в 
оболочку затухает. Рассмотренный случай 
моделирует ряд задач. В частности, задавая 
плазменную диэлектрическую проницае-
мость, на низких частотах (существенно ни-
же плазменной частоты и частоты столкно-
вений) получаем импеданс металла.  

На рис. 5 приведены результаты для 
прямоугольного волновода типа ПКД, соот-
ветствующего ФКВ без полостей (см. рис. 1). 
В этом случае вместо двумерной суммы в ФГ 
взят один член с функцией Ганкеля. Заметим, 
что как для плоскопараллельного, так и для 
прямоугольного волновода типа ПКД имеет 
место переход быстрой вытекающей волны 
на высоких частотах в медленную вытекаю-
щую волну на очень низких частотах. Это 
связано с тем, что соответствующие строгие 
дисперсионные уравнения не содержат вет-
вей, исходящих из точки 00 =k , 0=γ . Для 
ФКВ (см. рис. 1) и соответствующего волно-

вода типа ПКД выше частоты отсечки, опре-
деляемой из условия 1=n , возможны и ре-
шения в виде медленных поверхностных 
мод. Однако на частотах ниже отсечки выте-
кающая волна сначала становится быстрой, а 
замедление n  достигает минимума. Затем с 
уменьшением частоты замедление растет, 
становится больше 1 и продолжает рост 
(медленная вытекающая волна). Указанные 
моды следует искать в комплексной области, 
и в данной работе они не рассматривались.  

На рис. 6 приведены результаты влияния 
квазипериодичности оболочки на замедление 
и потери для плоскопараллельного ФКВ с 
двумя одномерными квазипериодическими 
оболочками и ФКВ (см. рис. 1). Первый слу-
чай соответствует рис. 1, когда один из раз-
меров полого канала бесконечный. Кроме 
этого жирными линиями (кривые 1) нанесе-
ны результаты для ДВ типа ПКД без полос-
тей в оболочке. Видно, что имеется набор 
полос, в которых потери малы, а фазовая 
скорость близка к скорости света. Они разде-
лены участками с более высокими потерями. 
Соответствующие полосы для ближайших 
высших мод обычно смещены, а затухание 
их выше, что при большой длине позволяет 
осуществить квазиодномодовый режим. Рас-
смотренный ФКВ имеет двукратное вырож-
дение основной моды по поляризации. 
 
Заключение 

На основе метода ФГ периодических и 
квазипериодических источников сформули-
рованы интегральные и интегродифференци-
альные уравнения для фотонно-кристалличе-
ских волноводов. Предложенные уравнения 
использованы для построения дисперсион-
ных уравнений в виде билинейных и квадра-
тичных функционалов. Также предложены 
итерационные процедуры решения получен-
ных уравнений, позволяющие проводить ре-
шение в комплексной области и выделять 
требуемую моду из всего спектра мод. При-
ведены результаты численных исследований 
дисперсионных уравнений, включая случаи 
волноводов типа ПКД, для которых имеются 
строгие аналитические соотношения. Ука-
занные решения качественно согласуются с 
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приведенными решениями для двумерных 
структур. Результаты показывают, что рас-
смотренная толщина оболочки ФКВ недоста-
точна для хорошей селекции мод. Уравнения 
для полубесконечной периодической обо-
лочкой приведены в [23]. Для плоскослои-
стого волновода типа ПКД их можно запи-
сать в явном аналитическом виде. 
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