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На основе численного моделирования исследуется динамика 

населённостей уровней трёхуровневой Λ-системы в условиях 

проявления резонанса когерентного пленения населённостей 

(КПН). Численная модель основана на уравнениях для матрицы 

плотности в приближении вращающегося поля с учетом релак-

сации. Рассматривается случай, когда одно из резонансных 

полей модулировано по частоте. Медленная модуляция частоты 

поля равносильна пошаговому изменению частоты накачки. 

Поскольку период модуляции сравним с атомными временами 

релаксации, то возникает задержка отклика среды, вызывающая, 

в свою очередь, сдвиг и деформацию резонанса КПН, а также 

появление нестационарных осцилляций населённостей энерге-

тических уровней.  

Ключевые слова: когерентное пленение населённостей, Λ-сис-

тема, частотная модуляция, матрица плотности, нестационарное 

поведение, населённости уровней. 

 

Non-Stationary Coherent Population Trapping  
in Frequency-Modulated Fields 
 

V. L. Derbov, I. L. Plastun, A. A. Orudjev 
 

Coherent population trapping (CPT) resonance formation is modeled 

numerically in a three-level Λ-system with one of the near-resonance 

fields being frequency-modulated. The model is based on density 

matrix equations in RW approximation with atomic relaxation properly 

taken into account. Slow modulation is shown to be equivalent to CW 

excitation with the frequency changed point by point. As the modula-

tion period approaches the relaxation times, the delayed response of 

the system is shown to cause the CPT resonance shift and reshap-

ing, as well as the appearance of transient oscillations of the energy 

level populations. 

Key words: coherent population trapping, Λ-system, frequency mod-

ulation, density matrix, non-stationary behavior, energy level popula-

tions. 
 

Когерентное пленение населенностей 

(КПН), наблюдаемое в трёхуровневых сис-

темах с двойным резонансом, представляет 

собой такое состояние, когда система прак-

тически не взаимодействует с полем, в ре-

зультате чего атомы не могут поглощать или 

испускать резонансные фотоны и в спектре 

флуоресценции появляется провал, или так 

называемая «чёрная линия» (см., например, 

[1−4]). Это особое суперпозиционное со-

стояние достигается только при определен-

ных значениях частотных расстроек и интен-

сивностях световых волн и присуще только 

системам, в которых есть условия для ин-

терференции нескольких каналов возбужде-

ния.  
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Эффект КПН используется в методах 

спектроскопии сверхвысокого разрешения 

[2], основанных на нелинейном когерентном 

взаимодействии атомной системы с падаю-

щим электромагнитным излучением и после-

дующем анализе тонкой структуры отклика, 

несущего информацию о спектральных ха-

рактеристиках квантовой системы, при по-

строении атомных часов [3] и в других при-

менениях. 

Одной из простейших трёхуровневых 

систем, где наблюдается резонанс КПН, яв-

ляется так называемая Λ-схема энергетиче-

ских уровней среды, взаимодействующая с 

двумя световыми волнами. При этом поле 

накачки резонансно с переходом 1−3, а зон-

дирующее поле – с переходом 2−3 (рис. 1).  
  

 
Рис. 1. Λ-схема энергетических уровней среды 

 

Резонанс КПН возникает в случае, когда 

отстройки частот световых волн от частот 

соответствующих смежных переходов равны 

друг другу [1]. 

Таким образом, для наблюдения резо-

нанса КПН можно зафиксировать частоту 

одного лазера и изменять частоту другого. В 

данном исследовании мы рассматриваем это 

изменение как процесс, происходящий в ре-

альном времени, иначе говоря, излучение 

второго лазера модулируется по частоте и 

населённость верхнего энергетического 

уровня исследуется в зависимости от време-

ни и мгновенного значения частоты. Было 

обнаружено, что когда период модуляции 

приближается к величинам порядка времён 

атомной релаксации, задержка отклика атом-

ной системы проявляется в виде нестацио-

нарных явлений и во временной, и в частот-

ной зависимостях заселённости верхнего 

уровня. Такие явления могут служить источ-

ником дополнительной информации о релак-

сационных свойствах системы.  

Рассматривалась трёхуровневая система 

с  энергетическими  уровнями  E1 < E2 < E3  

(Λ-схема уровней (см. рис. 1)), возбуждаемая 

двумя лазерными полями на частотах ωp ≈ ω31 

и ω(t) = ωs + ω1sinΩt ≈ ω32, где ωij = (Ei − Ej)/ħ 

– частоты переходов, ωs – несущая частота 

частотно-модулированного лазера, ω1 и Ω – 

амплитуда и частота модуляции соответст-

венно. 

Состояние трехуровневой квантовой 

системы, взаимодействующей с внешним 

электромагнитным полем, описывается сис-

темой уравнений для элементов матрицы 

плотности ρij в приближении вращающегося 

поля:  

*

21 21 12 21 31 23 32 31

1 1
( ( ) ) (( ( ) ( ) )

p s s p
i V V

i i
ρ ω ω ω γ ρ ρ ρ− +
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h

,                             (1)
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где к.с. означает величину, комплексно со-

пряженную по отношению к предыдущему 

слагаемому. 

Данная система уравнений отличается 

корректным учетом релаксации во всех кана-

лах, то есть в ней учтены как все ширины 

линий переходов, связанные с временами 

поперечной релаксации, так и все вероятно-

сти спонтанных переходов, ответственные за 

релаксацию заселенностей. Такая модель 

описывает замкнутую систему атомных уро-

вней, у которой нижний уровень является 

основным состоянием, а полная заселенность 

(сумма диагональных элементов матрицы 

плотности) сохраняется и равна единице.  

В системе (1)−(6) медленные огибающие 

недиагональных элементов матрицы плотно-

сти определяются как ))(exp(~
2121 ti sp ω−ω−ρ=ρ , 

)exp(~
3131 ti pω−ρ=ρ , )exp(~

3232 ti sω−ρ=ρ , γij – ши-

рины линий переходов, Wij – скорости релак-

сации переходов. Медленные огибающие 

операторов взаимодействия выражаются че-

рез элементы матрицы дипольных моментов 

переходов dij и комплексные амплитуды по-

лей Ep,s
0
: 0

,, )( spijijsp EdV −=+ , *0

,, )( spijijsp EdV −=− . В 

начальный момент времени предполагается, 

что атом находится в основном состоянии: 

ρ11(0) = 1, ρij(0) = 0, i, j ≠ 1. Поле Es
0
 модули-

ровано по фазе: Es
0 

= Aexp[i(ω1/Ω)cosΩt], в то 

время как Ep
0
 остаётся постоянным. 

Система уравнений (1)−(6) решалась 

численно при помощи метода Рунге–Кутты 

4-го порядка. 

После включения полей и последующе-

го нестационарного переходного процесса 

мы наблюдаем установление периодических 

изменений населённостей уровней, синхро-

низированных с модуляцией частоты. В ис-

пользуемой численной модели частотные 

изменения  измерялись  в  единицах  γ31,  по-

этому γ31 = 1 и единицей времени является 

2π/γ31. Мы полагаем ħ = 1, в этом случае лег-

ко убедиться, что при d13 = 1 амплитуда Ep
0 

= 

= 0.5 соответствует интенсивности насыще-

ния, то есть интенсивности, которая вызыва-

ет уменьшение разницы заселённостей в два 

раза.   

Для удобства сравнения результатов 

расчета стационарного и нестационарного 

КПН выбор численных значений параметров 

квантовой системы осуществлялся в соответ-

ствии с примерами, рассмотренными в обзо-

ре [1], а именно частоты переходов ω21 = 4, 

ω31 = 6, ω32 = 2, дипольные моменты всех пе-

реходов  dij = 1,  параметры  релаксации:  γ31 =                     

= γ32 = 1,  γ21 = 0,0001,  W31 = W32 = 0,5,  W21 =                

= 0,0001.  Значения  несущих  частот  полей  

ωp = 6, ωs = 2 соответствовали  условию  точ-

ного  резонанса обоих полей с соответст-

вующими переходами. 

Для сравнения с результатами расчета 

резонансов КПН в стационарном режиме 

начнем с рассмотрения очень медленной мо-

дуляции, период которой гораздо больше, 

чем характерные времена релаксации в сис-

теме. В примере, показанном на рис. 2, часто-

та модуляции Ω = 0,005, амплитуда модуля-

ции ω1 = 3,5. Амплитуды полей взяты одина-

ковыми. На рис. 2, а показан случай относи-

тельно слабого насыщения Ep = A = 0,5, а на 

рис. 2, б – случай умеренного насыщения Ep = 

= A = 1,5. 

 

 t 
а 

 

 t 
б 

Рис. 2. Зависимость от времени заселённостей уровней ρ33, 

ρ22, ρ11  и частотной отстройки ω(t) − ωs= ω1 sinΩt в случае 

слабого (Ep = A = 0.5)  (а)  и  среднего (Ep = A = 1.5)  (б) на- 

сыщения 
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Проследим за показанной на рис. 2 зави-

симостью населенностей уровней от време-

ни. Видно, что населенность ρ33(t) резко па-

дает в момент прохождения частотной от-

стройки через ноль (резонанс КПН) и плавно 

снижается между нулями (уход частоты на 

крыло линии). При увеличении амплитуды 

поля (см. рис. 2, б) резонансы КПН уширяют-

ся вместе со всей линией резонансной флуо-

ресценции по причине эффекта насыщения. 

Глубина резонанса КПН увеличивается, и в 

его минимуме достигается почти идеальное 

пленение населенностей, то есть почти нуле-

вая населенность верхнего уровня 3. 

Рассмотрим эффекты, возникающие с 

увеличением частоты модуляции до значе-

ний, сравнимых со скоростями релаксацион-

ных процессов. Оставив без изменения пара-

метры, соответствующие точному резонансу 

несущих  частот  и  умеренному  насыщению  

Ep = A = 0,5, а также амплитуду частотной мо-

дуляции ω1 = 3,5, увеличим в десять частоту 

модуляции и положим Ω = 0,05 (рис. 3, а). Хо-

рошо видно, что острые минимумы ρ33(t) те-

перь появляются с запаздыванием относи-

тельно моментов прохождения переменной 

добавки к частоте поля Es через нулевые зна-

чения. Так как амплитуда сканирования час-

тоты достаточно велика, время прохождения 

сканируемой частоты через резонанс с ато-

мами среды составляет небольшую часть пе-

риода модуляции. Поэтому эффект в опреде-

ленной степени аналогичен действию перио-

дической последовательности коротких им-

пульсов, за каждым из которых следует зату-

хающий переходный процесс типа оптиче-

ской нутации. При общем усложнении вре-

менной картины взаимодействия нужно от-

метить, что минимальное значение ρ33, ха-

рактеризующее степень КПН, с ростом час-

тоты модуляции растет, то есть быстрая мо-

дуляция частоты ухудшает условия для КПН. 

Провалы в зависимости ρ33(t) не только сдви-

гаются, но и сглаживаются. При высоких 

частотах модуляции Ω = 0,05 эффект КПН 

практически исчезает (рис. 3, б). 

Из рис. 3, а видно, что острые минимумы 

ρ33(t) появляются с запаздыванием относи-

тельно моментов прохождения переменной 

добавки к частоте поля Es  через нулевые зна- 

 t 
а 

 t 
б 

Рис.3. Зависимость от времени заселённостей уровней ρ33, 

ρ22, ρ11  и частотной отстройки ω(t) − ωs= ω1sinΩt в случае 

слабого  насыщения  (Ep   =  A = 0.5)  при  высокочастотной  

модуляции Ω = 0.05 (а) и Ω = 0.5 (б) 

 

чения. Эффект в этом смысле похож на дей-

ствие серии коротких импульсов, за каждым 

из которых следует затухающий переходный 

процесс типа оптической нутации. При об-

щем усложнении временной картины взаи-

модействия нужно отметить, что минималь-

ное значение ρ33, характеризующее степень 

КПН, с ростом частоты модуляции растет, то 

есть быстрая модуляция частоты ухудшает 

условия для КПН, провалы в зависимости 

ρ33(t) не только сдвигаются, но при этом еще 

становятся менее острыми и глубокими. При 

высоких частотах модуляции Ω = 0.5 эффект 

КПН практически исчезает (рис.  3,  б). 

Таким образом, на основе численного 

решения уравнений для матрицы плотности 

известный эффект формирования резонанса 

когерентного пленения населенностей в 

трехуровневой квантовой системе, возбуж-

даемой двумя квазирезонансными полями по 

Λ-схеме, впервые рассмотрен как нестацио-

нарный процесс, происходящий при модуля-

ции частоты одного из полей в реальном 

времени. В случае медленной модуляции 
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воспроизведены ранее описанные другими 

авторами особенности формирования резо-

нанса КПН. При росте частоты модуляции 

продемонстрированы нестационарные эф-

фекты, связанные с запаздыванием отклика 

среды на изменение мгновенной частоты мо-

дулированного поля. В дальнейшем плани-

руется исследование резонансов КПН в слу-

чае пространственно-временной модели [5], 

реализующей распространение модулиро-

ванных лазерных сигналов в среде с насы-

щением поглощения и дисперсии. 

Отличием от предыдущих исследований 

является частотная модуляция одного из по-

лей в реальном времени. При медленной мо-

дуляции воспроизведены эффекты формиро-

вания резонанса КПН. При росте частоты 

модуляции продемонстрированы нестацио-

нарные эффекты, связанные с запаздыванием 

отклика среды на изменение мгновенной 

частоты  модулированного  поля. В  дальней- 

шем планируется исследование резонансов 

КПН в случае пространственно-временной 

модели [5], реализующей распространение 

модулированных лазерных сигналов в среде 

с насыщением поглощения и дисперсии. 
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