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На основе модифицированного метода дискретных источников (ММДИ) разработаны две 
методики решения скалярной трехмерной задачи рассеяния на плоской решетке, состо-
ящей из импедансных тел вращения, расположенной в жидком слое. В работе предложен 
эффективный алгоритм нахождения периодической функции Грина, учитывающий слоис-
тый характер среды. Выполнено сравнение результатов, полученных при помощи обеих 
методик. Для тестирования метода проведено сравнение угловой зависимости диаграммы 
рассеяния вытянутого суперэллипсоида вращения, полученной при помощи ММДИ и ме-
тода диаграммных уравнений. Для проверки сходимости метода построена невязка крае-
вого условия на контуре осевого сечения центрального элемента решетки, состоящей из 
сплюснутых абсолютно мягких сфероидов. Проведена проверка точности выполнения за-
кона сохранения энергии для разных геометрий элементов решетки. Продемонстрирована 
высокая точность получаемых результатов. Приведены численные результаты для различ-
ных геометрий элементов решетки для двух значений импеданса на поверхности элемен-
тов решетки. Показано существенное отличие поведения частотных зависимостей коэф-
фициентов отражения и прохождения решетки, расположенной в плоскослоистой среде, 
от зависимостей данных величин для решетки, расположенной в свободном пространстве.
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Введение

Задача дифракции волн на периодических структурах пред-
ставляет большой практический интерес. В частности, решетки, 
погруженные в слоистую среду, применяются в гидроакустике, так 
как на низких частотах такие структуры могут быть использованы 
как отражающие или поглощающие перегородки. Таким образом, 
наличие слоистой среды существенным образом сказывается на 
отражательных свойствах решеток. Заметим также, что в случае 
абсолютно мягких границ элементов решеток рассматриваемая 
структура моделирует рассеяние звуковой волны на пузырьках 
воздуха, расположенных в жидкости [1, 2]. В случае абсолютно 
жестких элементов решетка представляет собой (в первом при-
ближении) модель из одинаковых плавающих в жидкости упругих 
тел [3]. В литературе рассматривались задачи дифракции как на 
решетках, расположенных в свободном пространстве [1, 2, 4–16], 
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так и на телах и решетках, расположенных в пло-
скослоистой среде [17–24]. Заметим, что обзор 
литературы, посвященной дифракции волн на 
решетках в однородной среде, приведен в работе 
[14]. Среди публикаций, связанных с дифракцией 
на решетках (и отдельных телах), расположенных 
в плоскослоистой среде, отметим работу [17], 
в которой рассматривается двумерная задача 
дифракции электромагнитных волн на решетке 
из цилиндрических тел, расположенной в диэ-
лектрическом слое. Задача решалась при помощи 
метода интегральных уравнений. В статье [18] 
рассмотрена трехмерная задача дифракции плос-
кой акустической волны на двупериодической 
структуре, состоящей из ячеек в виде паралле-
лепипедов, окруженных двумя однородными 
полупространствами. Для решения задачи ис-
пользовался метод конечных элементов. В работе 
[19] при помощи метода задачи Римана–Гиль-
берта рассмотрена дифракция плоской волны 
на решетке из лент, расположенной в киральной 
плоскослоистой среде. Работы [20, 21] посвяще-
ны решению задачи дифракции акустического 
поля на решетках, состоящих из абсолютно 
жестких цилиндрических тел и цилиндрических 
резонансных включений, погруженных в слой 
из пористого материала. Задача решалась ана-
литически (на низких частотах) и численно при 
помощи метода конечных элементов. В статье 
[22] рассмотрена дифракция электромагнитного 
поля на конечной трехмерной решетке, элемен-
тами которой являются проводящие проволоки 
малого эллектрического радиуса. Решетка 
располагалась внутри диэлектрика конечных 
размеров. Задача решалась при помощи метода 
вспомогательных источников (МВИ). Работа [23] 
посвящена двумерной задаче дифракции плоской 
волны на многорядной решетке, расположенной 
в диэлектрическом слое. Для решения задачи 
использовался модифицированный метод нуле-
вого поля. В статье [24] рассмотрено рассеяние 
акустического поля на упругих произвольных 
телах, расположенных в слоистой среде. Задача 
решалась с использованием метода, являющегося 
комбинацией метода конечных элементов и ме-
тода функции Грина. Приведен пример расчета 
рассеяния на телах, расположенных в океане, 
и проведено сравнение с экспериментальными 
данными.

В настоящей работе рассмотрена дифракция 
плоской волны на плоской решетке, состоящей из 
импедансных тел вращения, которая расположе-
на в симметричном жидком слое, ограниченном 

одинаковыми жидкими полупространствами. 
Одним из эффективных методов решения задач 
дифракции является метод дискретных источ-
ников (МДИ) или метод вспомогательных ис-
точников [22, 25]. Основная идея этого метода 
состоит в том, что вспомогательная поверхность, 
являющаяся носителем дискретных источников, 
и поверхность рассеивателя разнесены на неко-
торое расстояние. Существует много вариантов 
МДИ. В настоящей работе использовался моди-
фицированный метод дискретных источников 
(ММДИ) [26–29]. Отметим, что данная работа 
по существу является обобщением работ [12–14] 
применительно к акустической задаче дифракции 
на плоской решетке, расположенной в плоскос-
лоистой среде. Настоящую работу можно также 
считать обобщением работы [23] на трехмерную 
задачу дифракции.

Основное отличие ММДИ от других вари-
антов метода дискретных источников состоит в 
следующем. Во-первых, носитель вспомогатель-
ных источников должен охватывать особенности 
продолжения волнового поля внутрь рассеивате-
ля. Во-вторых, для быстрой сходимости числен-
ного алгоритма вспомогательная поверхность 
должна выбираться при помощи аналитической 
деформации границы рассеивателя [26–29]. 
Еще один важный шаг, позволяющий получать 
высокую точность результатов, использование 
различных систем координат для построения 
носителя дискретных источников. В частности, 
в настоящей работе применяли сферические, 
сфероидальные и тороидальные координаты 
[14, 28, 29].

Как известно [26–29], в рамках ММДИ 
задача дифракции сводится к решению интег-
рального уравнения первого рода относительно 
некоторой неизвестной функции, носителем 
которой является вспомогательная поверх-
ность, расположенная внутри поверхности рас-
сеивателя. Для алгебраизации поверхностного 
интегрального уравнения можно использовать 
два подхода. Первый вариант ММДИ основан 
на алгебраизации задачи при помощи непосред-
ственного применения метода коллокации. При 
таком подходе, во-первых, возможно обобщение 
метода на произвольные тела (не тела вращения), 
во-вторых, проще вычислять функцию Грина 
(ФГ), т. е. не требуется находить коэффициенты 
Фурье для ФГ. Второй подход аналогичен алго-
ритму, предложенному в работах [12, 13], причем 
для сведения задачи к алгебраической системе 
использовалась осевая симметрия элементов 
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решетки. При этом поверхностное интегральное 
уравнение решалось при помощи разложения 
неизвестной функции и ядра в ряд Фурье по 
угловой координате с последующим примене-
нием метода коллокации. Как показывают рас-
четы, при таком подходе размер возникающих 
алгебраических систем существенно меньше, 
чем при использовании первой методики.

1. Постановка задачи

Рассмотрим плоскую решетку, составлен-
ную из одинаковых тел вращения, имеющую два 
периода – xd  и yd . Предполагаем, что «центры» 
тел вращения лежат в одной плоскости, а оси 
симметрии тел перпендикулярны этой плоскости. 
Введем декартову систему координат, причем ось 
z  направим перпендикулярно плоскости решет-
ки. Начало координат выберем внутри одного из 
элементов, который будем называть центральным 
элементом решетки. Для упрощения выкладок 
предполагаем, что плоскость, в которой лежат 
«центры» элементов решетки, совпадает с пло-
скостью 0z  . Считаем, что решетка расположе-
на внутри симметричного жидкого слоя толщины 
h  с характеристиками (плотностью и скоростью 
звука) 2  и 2c  (рис. 1). Характеристики среды вне 
жидкого слоя 1  и 1c . Случай, когда решетка рас-
положена несимметрично относительно границ 
жидкого слоя, рассматривается аналогичным 
образом. Занумеруем поверхности элементов 
решетки ijS  в порядке возрастания осей x и y, где 
, 0, 1, 2i j     ... . Центральный элемент решетки 
ограничен поверхностью 00S . 

Предполагаем, что структура облучается 
плоской волной

1 0 0exp( (sin sin cos( )U ik r

0cos cos ))  ,                     (1)
где U  – поле (давление) падающей волны; 

1 1k c  – волновое число среды, внешней по 
отношению к слою; (r, θ, φ) – сферические ко-
ординаты; 0 0,   – углы падения. Рассеяное поле 

1U
 вне решетки удовлетворяет однородному 

уравнению Гельмгольца
1 2 1

2 0U k U   ,                (2)
внутри жидкого слоя и вне жидкого слоя: 

1 2 1
1 0U k U   ,                (3)

Здесь 2 2k c . Для дальнейшего удобно счи-
тать, что в рассматриваемых средах имеется 
малое поглощение, т. е. 1Im 0k   и 2Im 0k  . 

Рис. 1. Геометрия задачи
Fig.1. Geometry of the problem

На границах раздела сред выполнены условия 
сопряжения

1 1
/2 0 /2 0

,
y h y h

U U

1 1

21 /2 0 /2 0

1

y h y h

U U
z z

,          (4)

где 21 2 1/    . На поверхности каждого эле-
мента решетки выполнено импедансное краевое 
условие:

0 ,UU W
n




                         (5)

где / n   – производная по нормали, внешней к 
поверхности тела; 0 1U U U   – полное поле вне 
области, занимаемой решеткой ( 0U – первичное 
поле, определяемое из задачи дифракции на жид-
ком слое в отсутствие решетки); 0W  – импеданс 
элемента решетки. Отметим, что в случае 0 0W   
имеем решетку, составленную из абсолютно 
мягких тел, а в случае 0W    – из абсолютно 
жестких.

Вторичное поле в области вне решетки 
удовлетворяет условиям периодичности Флоке:

1 1( , , ) ( , , )exp( ),x xU x d y z U x y z i       (6)
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1 1( , , ) ( , , )exp( ),y yU x y d z U x y z i         (7)

где  1 0 0sin cos ,x xk d  1 0 0sin siny yk d   –
параметры Флоке. На бесконечности полное 
поле удовлетворяет условиям излучения:

( , , ) ( , , ) exp( ),pq pq
p q

U x y z U x y z A i r
 

/ 2z h  ,                       
(8)

( , , ) exp( ),pq pq
p q

U x y z A i r  / 2z h ,
(9)

где   1
pq p x q y pq zu vi i i ,  

2 ,x
p

x

pu
d

1 2 2 2
1

2
,y

q pq p q
y

q
v k u v

d
 ,

причем знак квадратного корня выбирается из 
условия неположительности его мнимой части. 
В формулах (8) и (9) pqA  и pqA  – неизвестные 
коэффициенты. Заметим, что величины 00A  и 

00A  представляют собой модули коэффициентов 
отражения и прохождения плоской волны (1) от 
слоя с решеткой.

2. Вывод интегрального уравнения

Будем решать поставленную задачу с по-
мощью метода вспомогательных токов, который 
в дальнейшем сводится к ММДИ [12–14]. Для 
этого представим волновое поле вне области, 
занимаемой решеткой в виде

 

0( ) ( ) ( ) ( , ) .U U J G dsr r r r r
    

(10) 

В этой формуле   – вспомогательная поверх-
ность, расположенная внутри исходной поверх-
ности центрального элемента решетки 00S , а 
J  – неизвестная функция, заданная на поверх-
ности  . Отметим, что функция J  имеет смысл 
плотности вспомогательных источников вто-
ричного поля. Функция G  представляет собой 
периодическую функцию Грина (ФГ) решетки, 
которая имеет вид [30]:

( , ) ( , ) ( , ),lG G G   r r r r r r         (11)
где

0( , ) ( )exp( )pq x y
p q

G G R ip iq
 



 

     r r ,

(12)

2 2 22

2

2

( , ) cos( ( )) ( ) exp( ) cos( ( ))
4

( ) exp( )
exp( ( ) ( )) exp( ).

( )

l
p q

x y x y

iG z z V i h z z

V i h i x x pd i y y qd d d ip iq

r r

В формулах (12) и (13)

(13)

2 2 2 2
0

exp( )
( ) , ( ) ( ) ( )

4
pq

pq pq x y
pq

ik R
G R R x x pd y y qd z z

R
 (14)

(15)

В формуле (11) ( , )G r r  – ФГ решетки в безгра-
ничной среде с волновым числом 2k , а ( , )lG r r  – 
добавочная ФГ, обусловленная наличием границ 
раздела сред. Заметим, что величина ( )V   имеет 
смысл коэффициента отражения плоской волны 
от границ жидкого слоя. Из приведенных формул 
следует, что волновое поле, записанное в виде 
(10), с учетом формул (11) – (15) удовлетворяет 
уравнению Гельмгольца, условиям сопряжения 
на границах жидкого слоя и условию периодич-
ности Флоке. 

,

Рассмотрим вопрос о построении носителя  
для неизвестной функции J . Как было указано 
во введении, для быстрой сходимости числен-
ного алгоритма вспомогательная поверхность 
должна выбираться при помощи аналитической 
деформации границы рассеивателя. Поясним это 
подробнее.

Предположим вначале, что поверхность 
центрального элемента решетки 00S  задана в 
сфе рических координатах:

sin cos , sin sin , cos ,x r y r z r        (16)

С. А. Маненков. Два подхода к решению скалярной задачи дифракции 

2 2 2 22 21 1
1 1 2 2

2 21 1
( ) , , ,V k k 2

2( ) 1 ( )exp( 2 )V i h 2 2
1k  η, .
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где ( )r r   и [0, ]  . Введем переменную 
( ) ( )exp( )r i z i , где ( , , )z  – цилин-
дрические координаты. Основная идея ММДИ 
состоит в том, чтобы считать угол   комплекс-
ным, т. е. положить вместо угла   угол i   в 
формуле для ( )  . Здесь   – положительный 
параметр, определяющий степень деформации 
исходной поверхности тела. Выбор этого па-
раметра подробно описан в работах [26–29]. С 
увеличением   точки вспомогательной поверх-
ности будут перемещаться внутрь исходной 
поверхности элемента решетки, двигаясь по 
ортогональным траекториям [26, 27]. При этом 
уравнения вспомогательной поверхности   в 
сферической системе координат примут вид

,r arg , ( ) ( )exp( )i r i i .
(17)

Для нахождения декартовых координат точки 
на вспомогательной поверхности используем 
формулы

Im cos , Im sin , Rex y z          . (18)
Пусть далее поверхность центрального 

элемента решетки задана в вытянутых сферои-
дальных координатах: 

sh sin cos , sh sin sin ,x f y f

ch cosz f ,                  (19)
причем уравнение 00S  имеет вид ( )    , где 

[0, ]  . Тогда вспомогательная поверхность 
определяется соотношениями [28]

Re , Im , ( ) ( ) ( )Z Z Z i i i             , 
(20)

где  , ,     – сфероидальные координаты 
«образа» точки с координатами  , ,    на ис-
ходной поверхности. Для получения декартовых 
координат точки на вспомогательной поверхности 
нужно вновь использовать формулы (18), в ко-
торых в данном случае ( ) ch ( )z i f Z       . 
Для иллюстрации выбора носителя вспомога-
тельной поверхности предположим, что эле-
менты решетки представляют собой вытянутые 
сфероиды, при этом поверхность центрального 
элемента описывается уравнением 0   . 
Тогда в соответствии с формулой (20) имеем 

0( )Z i      и 0 ,        . То есть 

вспомогательная поверхность   также будет 
сфероидом, лежащим внутри 00S  и софокусным 
с поверхностью центрального элемента. 

В случае сплюснутых сфероидальных коор-
динат ( ) sh ( )f Z    . Приведем также формулы 
выбора вспомогательной поверхности для случая 
тороидальных координат. Как известно, торои-
дальные координаты задаются формулами [31]

sh cos sh sin sin, ,
ch cos ch cos ch cos
f f fx y z ,

(21)
где уравнение 00S  вновь имеет вид ( )    ,
причем [0, 2 ]  . Для нахождения декарто-
вых координат точек вспомогательной поверх-
ности используем формулы (18), в которых 

( )( ) cth
2

Zif      
 

. В дальнейших формулах 

будем считать, что поверхность центрального 
элемента решетки задана в ортогональных ко-
ординатах  , ,    уравнением ( )    , где 

max[0, ]   ( max    или max   2 ).
В силу периодичности рассматриваемой 

структуры и падающего поля задача сводится 
к определению функции J  только на поверх-
ности   центрального элемента решетки. Для 
нахождения этой функции подставим выражение 
для волнового поля в виде (10) в граничное ус-
ловие (5) на поверхности центрального элемента 
решетки. В результате получим следующее ин-
тегральное уравнение:

0
( , )( , ) ( )GG W J ds
n
r rr r r

= 
0

0
0 0

( )( ) ,UU W S
n

rr r .       (22)

Сделаем замену неизвестной функции J  по 
формуле [14]:

2
1 .I J h h                  (23)

В формуле (23) h  и h h h     – коэффициен-
ты Ламе соответствующей системы координат 
в точке с координатами ( , , )     на вспомо-
гательной поверхности  . Точка в формуле (23) 
означает дифференцирование по  .

Заметим, что первичное поле внутри и вне 
жидкого слоя имеет вид

0 0
1 0 1 1 0 0 1 0 0

0 0 0
2 2 1 0 0 1 0 0

0
0 1 1 0 0 1 0 0

/ 2,

/ 2 / 2,

/ 2,

exp( ) exp( ) exp( sin cos sin sin ),

cos( ) sin( ) exp( sin cos sin sin ),

exp( ) exp( sin cos sin sin ),

z h

h z h

z h

i z R i z ik x ik y

U A z B z ik x ik y

T i z ik x ik y

(24)

0

exp( 0
1 1 0 0 1 0 0 / 2,) exp( sin cos sin sin ), z hi z ik x ik y
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где 0 0 2 2 2
1 1 0 2 2 1 0sin , sink k k       . В этих 

формулах коэффициенты отражения 0R , про-
хождения 0T  плоской волны от слоя (в отсутствие 
решетки), а также постоянные A  и B  находятся 
подстановкой формул (24) в граничные условия 
при / 2z h   (на границах раздела сред). Вы-
ражения для указанных величин не приводятся 
в данной работе, поскольку они общеизвестны.

3. Алгебраизация задачи (два подхода)

Интегральное уравнение (22) можно решать 
методом коллокации. Для этого заменим поверх-
ностные интегралы в (22) на двойные интегралы 
по прямоугольнику max[0, ] [0, 2 ]   . Выберем в 
области интегрирования прямоугольную сетку:

max 1
2n n

N
     

 
,   1,n N , 

2 1
2m m

M
     
 

,   1,m M .         
(25)

Далее заменим двойные интегралы в формуле 
(22) суммами Римана. Приравняем полученные 
равенства в точках коллокации, которые выберем 
следующим образом:

( ), cos ,x

( ), sin , ( ),y z z  .
(26)

Здесь 1, N   и 1, M  . В результате перейдем 
от интегрального уравнения к следующей алге-
браической системе относительно неизвестных 
значений функции I  в точках nmr  на вспомо-

гательной поверхности центрального элемента 
решетки:

 
1 1

N M

nm nm

n m

A c b .          (27)

Здесь

0
( , )

( , ) ,nm
nm nm

G
A G W

n
r r

r r

0
0

0
( )

( )
U

b U W
n
r

r .      (28)

В формуле (28) 0( )nm nmc I r , где 0  – пло-
щадь элементарных ячеек, на которые разбива-
ется область интегрирования в уравнении (22). 
Точки nmr  (координаты дискретных источников) 
в (28) выбираются как описано выше.

В соответствии с [14] ФГ ( , )G r r  вычис-
ляется по следующим формулам:

0
| | | |

2

0

( , ) ( )exp( )

( )!(2 1) ( , ),
4 ( )!

pq x y
p Q q Q

s

sl sl
s l s

G G R ip iq

k s ls W
i s l

r r

r r

где

2( , ) ( ) (cos )exp( ),l
sl s sj k R P ilr r   (30)

причем , ,R    – сферические координаты век-
тора - r r , ( )l

sP x  – присоединенные функции 
Лежандра, ( )sj x  – сферические функции Бес-
селя. Величины slW  выражаются по формуле

,I II III IV
sl sl sl sl slW W W W W        (31)

в которой

где 2 2 2
2q qk v w    , а знаки «+» и «–   » относят-

ся к ,I III
sl slW W  и ,II IV

sl slW W  соответственно. В (32) и 
(33) 1 1Q Q   и exp( ( ))x xg i wd   .

2 1
| | 1,

2| | 1
2 0

exp( ( ))1( / ) sign( )
(1 ) 1 exp( ( ))

s l Q
l y yI II l

sl sl Q
y y

iQ di g dW dw P w k i l
k g g i d

| | 1,
2| | 1

2 0

exp( ( ))2 ( / ) sign( )
1 exp( ( ))

s l l x q xIII IV l
sl s q ql

y x q x qq

iQ di dwW P w k v i l
k d i d

(32),

(33),

Для вычисления добавочной ФГ ( , )lG r r  

применим формулу суммирования Пуассона. 

Тогда из (13) имеем

(34)

(29)

4( , ) cos( ( )) exp( ) cos( ( ))

exp( )
exp( ( ) ( )),

( , )

l pq pq pq pq
x y p q

pq pq
p q

p q pq

iG z z V i h z z
d d

V i h
iu x x iv y y

u v

r r

×
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где 2 2 2
2pq p qk u v    , Vpq = V (λpq),   λpq = 2 2

2 qk v .
Данный ряд сходится с экспоненциальной ско-
ростью за счет убывания величины exp( )pqi h  .

Рассмотрим альтернативный подход для 
решения задачи. Будем вновь исходить из урав-
нения (22). Учтем осевую симметрию элементов 
решетки. Разложим неизвестную функцию в ряд 
Фурье:

( , ) ( )exp( )n
n

I I in




        .        (35)

ФГ также можно разложить в ряд

( , , , , , )G         

 
( , , , )exp( )mn

m n

S im in
 

 

           , (36)

где l
mn mn mnS S S  , причем

2 2

2
0 0

1 ( , )exp( )
4mnS G im in d d

 

   



       r r ,

(37)
2 2

2
0 0

1 ( , )exp( )
4

l
mn lS G im in d d

 

   


      r r . 

(38)

Подставим далее формулы (35) и (36) в инте-
гральное уравнение (22). В результате проекти-
рования полученного равенства на базис Фурье 
получим

max

0

( , ) ( ) ( )mn n m
n

K I d b




         , 

0, 1, 2,m     ... ,                   
(39)

где

0( , ) 2 mn
mn mn

SK S W
n

       


 , 

2 0
0

0

0

1( ) exp( )
2m

Ub U W im d
n


 

          .

(40)
Таким образом, исходная краевая задача сведена 
к системе одномерных интегральных уравнений 
(39). Для решения системы (39) применяли метод 
коллокации, причем точки коллокации выбирали 
при помощи первой формулы в (25).

Для нахождения величин mnS  использовали 
два алгоритма [12, 13]. При условии 2 | ' | 1k z z   
ряд (12) функции G  преобразовывали по фор-
муле Пуассона с последующим интегрированием 
по угловой координате, т. е.

 
1

( ) ( )exp | | ( )
2

m n

mn m pq n pq pq pq pq
x y p q

iS J J i z z i n m
d d

  


 

            
где , , ,z z    – цилиндрические координаты точки 
наблюдения и источника, ( )mJ x  – функция Бесселя, 

(41), 

cos ,p pq pqu   
 

sinq pq pqv    . В случае малых 
значений величины 2 | ' |k z z  применяли формулы

где

(42)0 2
,

| |

( )!(2 1)
4 ( )!

s
mn m mn s m n mn

s m n

k s m nS S s W F
i s m n






 

 
   

    , 

В формуле (42) предполагается, что пара-
метр 0Q   (см. (32) и (33)). Как видно из фор-
мул (43) и (44), величины mnS   выражаются через 
однократные интегралы по угловой координате. 
Для вычисления этих интегралов можно приме-
нить формулу прямоугольников с последующим 
нахождением интегральных сумм при помо-

(43)
2

0 2
2

0

1 exp( ) exp( ) ,
8m

ik RS im d
R


       

  , 

(44)
2

1
,

0

1( , , , ) ( , , , , )exp( )
2

s
mn s m nF z z z z im d



            
  , 

1
2 1 1( , , , , ) ( ) (cos )exp( ), .l

sl s sz z j k R P il             (45)

щи алгоритма быстрого преобразования Фурье.
Коэффициенты Фурье l

mnS  части ФГ, обу-
словленной наличием слоистой среды, вычисля-
ли только по одному алгоритму, основанному на 
применении формулы Пуассона с последующим 
интегрированием по угловой координате. В ре-
зультате указанных преобразований будем иметь:

up
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В качестве выходных характеристик задачи 
рассмотрим амплитуды пространственных гар-
моник, обусловленных дифракцией на решетке. 
Для нахождения этих величин преобразуем ФГ 
решетки при помощи формулы Пуассона и под-

ставим ее в формулу (10). В результате получим 
представление волнового поля по плоским вол-
нам вида (8) и (9). При этом амплитуды плоских 
волн, распространяющихся в верхнем и нижнем 
полупространствах, будут иметь вид

1

( ) ( ) cos( ( )) exp( )

exp( ( ) )
cos( ( )) .

( , )

m n
l
mn m pq n pq pq pq pq

x y p q

pq pq pq
pq

p q pq

iS J J z z V i h
d d

V i h i n m
z z

u v

(46)

0 0 0

1
1 1

( , ) ( , ) exp( )
2

exp( )(1 )
,

( , )

pq p q p q pq p q pq
x y pq

pq pq pq

p q pq

iA T g u v V g u v i h
d d

i h i h V
u v

(47)

0 0 0

1
1 1

( , ) ( , ) exp( )
2

exp( )(1 )
.

( , )

pq p q p q pq p q pq
x y pq

pq pq pq

p q pq

iA R g u v V g u v i h
d d

i h i h V
u v

(48)

Здесь

( , ) ( )exp( ) ,p q pqg u v J i ds




    r r

    

(49) 

1 / 2h h  и pq  – символ Кронекера.

4. Результаты расчетов

С целью проиллюстрировать преимущества 
ММДИ, а также проверить работу этого метода 
рассмотрим вначале рассеяние плоской волны на 
одиночном абсолютно мягком суперэллипсоиде 
вращения, поверхность которого в декартовых 
координатах задается соотношением

22 2

2 1
s s

q qx y z
ba

 
  

 
,           (50) 

где параметр sq  – четное натуральное число. Гео-
метрия контура осевого сечения суперэллипсоида 
и вспомогательного контура приведена на рис. 2. 
Рассматривался вытянутый суперэллипсоид вра-
щения, у которого 1b a  . Величина параметра 
b a  принимала значения 2, 4, 8, 16, 32 и 64, а 
остальные параметры 4kb  , 16sq  , 0 2   ,

0 0.   На рис. 2 изображена геометрия конту-
ра осевого сечения суперэллипсоида и контура 
осевого сечения вспомогательной поверхности 
для 64b a   (наихудший в смысле сходимости 

случай). На рис. 3, а приведены угловые зави-
симости модуля диаграммы рассеяния суперэл-
липсоида для различных значений отношения 
b a , полученные с использованием ММДИ. 
Для построения вспомогательной поверхно-
сти выбирались вытянутые сфероидальные 
координаты (см. например, [28]). Значение 
параметра   выбиралось из условия охвата 
вспомогательным контуром особенностей про-
должения волнового поля внутрь рассеивателя. 

Рис. 2. Осевое сечение суперэллипсоида и вид вспомога-
тельного контура (пунктир)

Fig. 2. Axial section of the superellipsoid and view of the 
auxiliary contour (dotted line)

С. А. Маненков. Два подхода к решению скалярной задачи дифракции 

( )p pqq λpq

( )p pqq λpq

( )p pqq λpq
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Данные особенности определяются уравнением 
[28, 29]

( ) i    ,                        (51)
где ( )   – уравнение контура осевого сечения 
суперэллипсоида в сфероидальных коорди-
натах. Величина max , т. е. максимально воз-
можное значение параметра деформации   
вспомогательного контура суперэллипсоида, 
равна мнимой части корня уравнения (51). Со-
ответствующее выражение для параметра max ,
а также способ построения вспомогательного 
контура описан в работе [29].

Рассматриваемая задача дифракции реша-
лась с учетом осевой симметрии тела, т. е. при 
помощи разложения неизвестной функции в ряд 
Фурье по угловой координате. В случае сильно 
вытянутого тела (при 64b a  ) число дискрет-
ных источников составляло 250, а максимальный 
номер гармоники по угловой координате 2N  .
В случае меньших значений b a  число источ-
ников было меньше 250. Значение параметра 
было равно 7

max(1 10 )     (при 64b a  ), т. е. 
вспомогательный контур был плотно «натянут» 
на особенности, определяемые уравнением (51). 
При таком выборе параметров задачи макси-
мальный уровень невязки краевого условия не 
превосходил 31.5 10  и точность выполнения 
оптической теоремы составила 95 10 . Отметим, 
что в работе [32] также рассмотрена дифракция 
плоской волны на суперэллипсоиде вращения 
для тех же параметров геометрии рассеивателя. 
В этой работе краевая задача решалась при по-
мощи метода диаграммных уравнений (МДУ). На 

Рис. 3. Угловые зависимости диаграммы рассеяния суперэллипсоида вращения в свободном пространстве: а – реше-
ние при помощи метода дискретных источников (ММДИ), б – решение при помощи метода диаграммных уравнений 

(МДУ) [32]
Fig. 3. Angular dependences of the pattern of the superellipsoid of revolution in free space: solution by means of the modifi ed 

metod of discrete sources (MMDS) (a) and by means of the metod of diagram equations (MDE) (b)

рис. 3, б приведены соответствующие зависимо-
сти диаграммы рассеяния вытянутого суперэл-
липсоида, представленные в работе [32]. Из срав-
нения рис. 3, а и 3, б следует хорошее совпадение 
результатов, полученных при применении МДУ 
и ММДИ. Заметим, что в случае использования 
МДУ приходится полностью видоизменять весь 
алгоритм решения задачи при применении сферо-
идального базиса (вместо сферических гармоник). 
В то же время при использовании ММДИ базис не 
меняется при переходе к другим ортогональным 
координатам. Необходимо лишь использовать 
другой вспомогательный контур, получаемый при 
помощи методики, описанной выше.

Рассмотрим далее результаты расчета диф-
ракции плоской волны на решетке, располо-
женной в жидком слое. Отметим, что в силу 
большого времени счета характеристик решетки 
(коэффициентов отражения и прохождения) для 
сильно деформированных тел будем исследовать 
дифракцию на решетках, которые состоят из 
элементов, имеющих гладкую границу, напри-
мер, на решетке из сфер, сфероидов вращения (с 
небольшим отношением осей), круговых торов 
и т.д. При этом для выбора оптимального числа 
дискретных источников контролировалась невяз-
ка граничного условия на поверхности централь-
ного элемента решетки и проводилась проверка 
выполнения закона сохранения энергии. Как 
показывают численные эксперименты, значение 
параметра деформации   вспомогательной по-
верхности следует выбирать равным max0.5    
для указанных форм элементов решетки. 

а/a б/b

b/a=2
b/a=2
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                                                                                                                                   Таблица 1/ Table 1
Сравнение коэффициентов отражения и прохождения, полученных двумя методами

Comparison of the refl ection and transmission coeffi cients obtained by two methods

d/λ
Первый метод /

First method
 00| |A

Второй метод / 
Second method

00| |A

Первый метод /
First method 

00| |A

Второй метод / 
Second method 

00| |A

0.5 0.8324232 0.8324232 0.5541403 0.5541403 
0.5544 0.8143582 0.8143582 0.4753944 0.4753944 
0.6089 0.7407287 0.7407285 0.5590662 0.5590664 
0.6633 0.3874374 0.3874343 0.7895191 0.7895201 
0.7178 0.07355883 0.07355346 0.2477113 0.2477071 
0.7722 0.7351840 0.7351814 0.08407766 0.08407727
0.8267 0.6969352 0.6969334 0.4313189 0.4313190 
0.8811 0.5406348 0.5406338 0.4750221 0.4750237 
0.9356 0.3993314 0.3993333 0.6684422 0.6684409 
0.99 0.5043882 0.5044002 0.6378213 0.6378138 

Для того чтобы протестировать разработан-
ные алгоритмы решения задачи дифракции на ре-
шетке, сравнивались результаты расчета модулей 
коэффициентов отражения и прохождения пло-
ской волны, полученные при применении обоих 
методов. В табл. 1 приведены значения модулей 
коэффициентов отражения и прохождения плос-
кой волны для нескольких значений волнового 
параметра /d  , где min( , )x yd d d ,   – длина 
волны. Рассматривался случай абсолютно мягких 
элементов решетки. Во всех приведенных ниже 
расчетах 1 1k  , 2 1.5k   и 2 1/ 0.5   . Резуль-
таты, приведенные в табл. 1, относятся к случаю 
решетки из сфер, причем толщина жидкого слоя 
h равнялась малому периоду решетки, 2y xd d , 

диаметр сфер 2 0.9 xa d . Плоская волна падала 
нормально к поверхности слоя. Заметим, что в 
случае применения первой методики 30N   и 

55M  , а в случае использования второго под-
хода число точек коллокации составляло 30N   
и максимальный номер гармоники по угловой ко-
ординате 9N  . Параметр Q  в случае примене-
ния первого метода был равен 5. Таким образом, 
число неизвестных в первом случае примерно 
в три раза больше числа неизвестных при при-
менении второго метода. Как видно из таблицы, 
результаты расчетов отличаются в четвертом 
знаке после запятой в случае, когда волновой па-
раметр равен / 0.7178d   . В остальных случаях 
разность полученных результатов еще меньше.

В качестве еще одного теста разработанных 
методик была проведена проверка выполнения 
закона сохранения энергии (см. [14]). Толщина 
жидкого слоя равнялась малому периоду решет-
ки, 2y xd d , волновой параметр / 0.99d   . 
Рассматривалось нормальное падение плоской 
волны. Закон сохранения энергии был проверен 
для задачи дифракции на решетке, состоящей из 
абсолютно мягких сфер, сплюснутых сфероидов 
и круговых торов. Параметры геометрии эле-
ментов решетки имели значения: диаметр сфер 
2 0.9 xa d , оси сфероидов 2 0.9 ,xa d  / 3a b   
(b – полуось сфероида вдоль оси z), диаметры 
тора составляли 0.9 xd  – внешний и 0.3 xd  – внут-
ренний. Число точек коллокации и максимальный 
номер гармоники по угловой координате выби-
рались такими же, как для табл. 1. Параметр Q  в 
случае применения первого метода был равен 5.

Как видно из табл. 2, в которой приведены ре-
зультаты расчетов, точность выполнения закона 
сохранения не превосходит 510  в случае при-
менения первого подхода и 75 10  в случае ис-
пользования второго метода.

Как показали вычисления, время счета по 
первой методике примерно на порядок больше, 
чем время счета по второму алгоритму. В силу 
больших временных затрат при использовании 
первого алгоритма дальнейшие результаты 
получены при помощи применения второй ме-
тодики. Важно заметить, что данная методика 
позволяет получать корректные результаты при 
больших значениях коэффициента заполнения 
решетки (т. е. отношения диаметра тела к мало-
му периоду решетки). Для иллюстрации этого на 
рис. 4 приведена зависимость невязки краевого 
условия на контуре осевого сечения центрально-

С. А. Маненков. Два подхода к решению скалярной задачи дифракции 
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Таблица 2 / Table 2 
Проверка выполнения закона сохранения энергии для разных геометрий элементов решетки

Check of the energy conservation law for different geometries of elements of the lattice

Форма элемента 
решетки/

Shape of the lattice 
element

Первый метод / First method Второй метод / Second method 

00| |A
00| |A

Относительная 
ошибка выполнения 
закона сохранения /

Relative error 
of fulfi lment 

of the conservation law

00| |A
00| |A

Относительная 
ошибка выполнения 
закона сохранения /

Relative error 
of fulfi lment of the 
conservation law

Сфера / Sphere 0.5043882 0.6378213 5.42∙10−7 0.5044002 0.6378136 4.19∙10−7

Сфероид / Spheroid 0.5375950 0.6714867 9.46∙10−6 0.5375466 0.6715329 1.77∙10−7

Тор / Torus 0.5586938 0.6428214 1.67∙10−7 0.5586945 0.6428208 1.87∙10−7

го элемента решетки, составленной из абсолютно 
мягких сплюснутых сфероидов с отношени-
ем полуосей / 3a b  . Толщина жидкого слоя 
равнялась малому периоду решетки, 2y xd d , 

волновой параметр / 0.99d   , диаметр сфе-
роидов 2 0.95 xa d . Плоская волна падала под 
углами 0

0 45 ,    0 0  . Невязка вычислялась 
по формуле

(52)
0

( , ) ( , ) ( ) exp( ) ( ) exp( )
N N N

mn n m
m N n N m N

K I d im b im , 

где N  – максимальный номер гармоники по 
угловой координате. Невязку находили в точках, 
расположенных на контуре осевого сечения цен-
трального элемента решетки, причем угол 0  . 
Число точек, в которых находили невязку, состав-
ляло 200, а число дискретных источников 30N  .
Максимальный номер гармоники по угловой 

координате 9N  . Как видно, максимальный 
уровень невязки не превосходит 51.5 10 , т. е.
очень мал. Расчеты показывают, что увеличе-
ние числа источников до 45N   приводит к 
уровню невязки примерно 67 10 . При этом 
кривая зависимости невязки становится более 
«изрезанной».

Рис. 4. Распределение невязки краевого условия на контуре осевого сечения 
центрального элемента решетки из сплюснутых сфероидов. Решение при 

помощи второй методики
Fig. 4. Distribution of the residual of boundary condition on the contour of axial 
section of the central element of the lattice consisting of fl attened spheroids. Solution 

by means of the second technique
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В табл. 3 приведены значения модуля коэф-
фициента отражения и прохождения решетки
для различных значений числа дискретных ис-
точников и числа гармоник по угловой координа-
те. Все параметры задачи имели те же значения, 
что и для рис. 4. Видно, что результаты стаби-

Таблица 3 / Table 3
Зависимость коэффициентов отражения и прохождения от числа источников и числа угловых гармоник

Dependence of the refl ection and transmission coeffi cients on the number of discrete sources and the number 
of angular harmonics

N (Nφ= 9) Nφ (N = 30)

10 0.8991941 0.3239997 1 0.9092310 0.3327952 
15 0.9022391 0.3226968 3 0.8795902 0.2998409 
20 0.9025314 0.3225247 5 0.9023977 0.3222798 
25 0.9025687 0.3225017 7 0.9025746 0.3224953 
30 0.9025740 0.3224984 9 0.9025740 0.3224984 

00| |A
00| |A

00| |A
00| |A

лизируются в третьем десятичном знаке уже при 
15N   (в этом случае 9N   для всех значений 

N ) и при 5N   (в этом случае 30N   для 
всех N ). Такая быстрая сходимость алгоритма 
обусловлена достаточной гладкостью границы 
элементов решетки.

Рассмотрим далее поведение коэффициентов 
отражения и прохождения плоской волны в за-
висимости от параметра /d  . На рис. 5, 6 изо-
бражены частотные зависимости модуля коэф-
фициента отражения (см. рис. 5) и прохождения 
(см. рис. 6) плоской волны при дифракции на 
решетке из сфер (см. рис. 5, а, 6, а), сплюснутых 
сфероидов (см. рис. 5, б и 6, б) и круговых торов 
(см. рис. 5, в, 6, в). Рассматривалось нормальное 
падение плоской волны, 2y xd d , yh d . Диа-
метр сфер составлял 2 0.9a d , оси сфероидов 
2 0.9 ,a d  / 3a b  , диаметры торов составляли 
0.9d  – внешний и 0.3d  – внутренний. Сплошны-
ми кривыми на рисунках показаны зависимости 
коэффициентов отражения и прохождения для 
нулевого значения импеданса 0W , а штриховые 
кривые иллюстрируют зависимости для случая 

0 0.5W i  . Таким образом, в последнем случае 
имеется поглощение энергии элементами решет-
ки. Как видно из рисунков, имеются критические 
значения волнового параметра /d  , при которых 
зависимости коэффициентов отражения и про-
хождения испытывают характерные скачки. Из 
сравнения приведенных рисунков с результатами 
работы [14] видно, что при нулевом значении 
импеданса зависимости модулей коэффициентов 
отражения и прохождения для решетки, рас-
положенной в слое, имеют существенно более 
«изрезанный» характер, чем соответствующие 
зависимости для случая решетки, расположенной 
в свободном пространстве. Аналогично в случае 
импедансных краевых условий на поверхности 
элементов решетки кривые зависимостей коэф-

фициентов отражения и прохождения меняются 
гораздо более плавно, чем в случае нулевого им-
педанса (в обоих случаях решетка располагалась 
внутри слоя). Из рисунков также следует, что в 
случае абсолютно мягких элементов решетки на 
низких частотах коэффициент отражения близок 
по модулю к единице, а коэффициент прохожде-
ния близок к нулю в независимости от геометрии 
элементов решетки. На более высоких частотах 
имеются отдельные значения параметра /d  ,
для которых коэффициент отражения практиче-
ски равен нулю, а модуль коэффициента прохож-
дения близок к единице.

На рис. 7 изображены зависимости модуля 
коэффициента отражения (рис. 7, а) и прохож-
дения (рис. 7, б) плоской волны для решеток, 
составленных из сфер (кривые 1), сплюсну-
тых сфероидов (кривые 2) и решеток из торов 
(кривые 3), описанных выше размеров. Рас-
сматривались зависимости от коэффициента 
заполнения решетки   (при этом 2y xd d ,  

yh d ). Плоская волна падала нормально. Вол-
новой параметр принимал значение / 0.95d   .
Импеданс элементов решетки равнялся нулю. 
Как видно из рисунков, в случае решеток, со-
ставленных из сфероидов и круговых торов, 
зависимости модулей коэффициентов отражения 
и прохождения близки друг к другу. Для этих 
геометрий имеется значение коэффициента 
заполнения, при котором зависимости модуля 
коэффициента отражения имеют локальный ми-
нимум. В случае решетки из сфер зависимости 
коэффициентов отражения и прохождения имеют 
осциллирующий характер. Для сравнения были 
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Рис. 5. Частотная зависимость модуля коэффициента от-
ражения: а – решетка из сфер, б – решетка из сплюснутых 
сфероидов, в – решетка из круговых торов. Кривая 1 – 

W0 = 0, кривая 2 – W0 = −0.5i
Fig. 5. Frequency dependence of the module of refl ection 
coeffi cient for the lattice from spheres (а), fl attened sphe-
roids (b) and circular torus (c). Curve 1 – W0 = 0, curve 2 – 

W0 = −0.5i

Рис. 6. Частотная зависимость модуля коэффициента про-
хождения: а – решетка из сфер, б – решетка из сплюсну-
тых сфероидов, в – решетка из круговых торов. Кривая 1 – 

W0 = 0, кривая 2 – W0 = −0.5i
Fig. 6. Frequency dependence of the module of transmission 
coeffi cient for the lattice from spheres (а), fl attened spher-
oids (b) and circular torus (c). Curve 1 – W0 = 0, curve 2 – 

W0 = −0.5i
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также построены зависимости модуля коэффи-
циента отражения и прохождения решетки от 
коэффициента заполнения для случая равных 
периодов решетки. Соответствующие кривые 
изображены на рис. 8. Все остальные параметры 
были такие же, как и для рис. 7. Как и следовало 
ожидать, в случае равных периодов решетки при 

больших значениях коэффициента заполнения 
( 0.9  ) модуль коэффициента отражения 
близок к единице, а коэффициент прохождения 
имеет малое значение. Однако в отличие от слу-
чая однородной среды имеется «провал» модуля 
коэффициента отражения в области достаточно 
больших  . 

Рис. 7. Зависимость модуля коэффициента отражения (а) и коэффициента прохождения (б) от коэффициента запол-
нения решетки. Кривая 1 – решетка из сфер, кривая 2 – решетка из сплюснутых сфероидов, кривая 3 – решетка из 

круговых торов
Fig. 7. Dependence of the module of refl ection coeffi cient (a) and the module of transmission coeffi cient (b) on fi llings fac-
tor of the lattice. Curve 1 – the lattice from spheres, curve 2 – the lattice from fl attened spheroids, curve 3 – the lattice from 

circular torus 

Рис. 8. Зависимость модуля коэффициента отражения (а) и коэффициента прохождения (б) от коэффициента запол-
нения решетки. Одинаковые периоды. Кривая 1 – решетка из сфер, кривая 2 – решетка из сплюснутых сфероидов, 

кривая 3 – решетка из круговых торов
Fig. 8. Dependence of the module of refl ection coeffi cient (a) and the module of transmission coeffi cient (b) on fi lling factor 
of the lattice. Equal periods. Curve 1 – the lattice from spheres, curve 2 – the lattice from fl attened spheroids, curve 3 – the 

lattice from circular torus
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Заключение

На основе ММДИ разработаны два подхо-
да для решения трехмерной задачи дифракции 
плоской волны на решетке, состоящей из тел 
вращения, которая расположена в жидком слое. 
В работе выведено интегральное уравнение 
для импедансного граничного условия на по-
верхности элементов решетки. Приведен эф-
фективный алгоритм нахождения ФГ решетки. 
Работа ММДИ проиллюстрирована на примере 
дифракции плоской волны на одиночном сильно 
вытянутом суперэллипсоиде вращения. Проил-
люстрировано хорошее совпадение результатов 
расчета диаграммы рассеяния для сильно вытя-
нутого суперэллипсоида вращения, найденной 
при помощи МДУ и ММДИ.

Показано, что результаты, полученные при 
применении двух подходов к решению задачи 
дифракции на решетке, совпадают с удовлетво-
рительной точностью. Для проверки коррект-
ности разработанных методик решения задачи 
дифракции на решетке проведена проверка 
выполнения закона сохранения энергии. Пока-
зано, что в случае абсолютно мягких элементов 
решетки ошибка выполнения закона сохранения 
составляет не более чем 510  в случае использо-
вания первого подхода и 75 10  при применении 
второго метода. Построена зависимость невязки 
краевого условия на контуре осевого сечения 
центрального элемента решетки, составленной 
из сплюснутых сфероидов, в случае решения 
задачи при помощи второго метода. Показано, 
что невязка граничного условия не превосходит 

51.5 10 . В работе построены зависимости мо-
дуля коэффициента отражения и прохождения 
плоской волны от волнового параметра и коэф-
фициента заполнения для решеток, составленных 
из сфер, сплюснутых сфероидов и круговых 
торов. Рассмотрены два вида краевых условий 
на поверхности элементов решетки: с нулевым 
импедансом и с ненулевым мнимым импедансом. 
Последний случай описывает поглощение энер-
гии элементами решетки. Продемонстрировано 
существенное отличие поведения характеристик 
рассеяния решетки, расположенной в слое, от 
поведения этих величин в случае, когда решет-
ка расположена в однородной среде, а также 
существенное отличие зависимостей коэффи-
циентов отражения и прохождения от волнового 
параметра для нулевого и ненулевого значения 
импеданса. Показано, что в случае решеток, со-
ставленных из акустически мягких сплюснутых 

сфероидов и круговых торов, имеется значение 
коэффициента заполнения решетки, при котором 
модуль коэффициента отражения близок к нулю.
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Background, Objectives and Methods: The problem of diffraction 
of acoustic waves on the lattices located in the layered media is of great 
scientific interest in hydroacoustics. There are many methods of the 
solution of this diffraction problem, such as the method of the surface 
integral equations, finite element method, boundary element method, 
etc. One of universal method of solution of diffraction problems is the 
modified method of discrete sources (MMDS). Earlier this method was 
applied to the solution of the problems of wave scattering on a single 
body of revolution, on a group of bodies and on lattices located in free 
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space. The purpose of this study is to develop the numerical algorithms 
based on MMDS for solution of the scalar problem of diffraction of 
acoustic waves on the planar grating consisting of identical impedance 
bodies of revolution which is immersed in a liquid layer. Results: Based 
on MMDS two techniques of the solution of the scalar three-dimensional 
problem of diffraction on the planar lattice consisting of identical im-
pedance bodies of revolution located in a liquid layer are developed. 
The correctness of MMDS is illustrated on the example of diffraction 
of the plane wave on the single strongly elongated superellipsoid of 
revolution. Comparison of the results of calculation of the reflection and 
transmission coefficients for the lattice consisting of spherical elements 
obtained by means of both techniques offered in the paper is carried 
out. For validation of MMDS the check of the accuracy of fulfillment of 
the energy conservation law is executed and the dependence of the 
residual of the boundary condition on the contour of axial section of 
the central element of the lattice is plotted. It is shown that the residual 
has the order 1.5∙10−5

 at the chosen model parameters. Frequency 
dependences for various geometries of the elements of the lattice (for 
two types of boundary conditions) and dependences of the absolute 
value of reflection and transmission coefficients on the filling factor of 
the lattice are obtained. Conclusion: There is an essential difference 
between the behavior of the scattered field under diffraction on the 
lattices located in homogeneous medium and the behavior of the scat-
tered field under diffraction on the lattices immersed in layered medium.
Key words: wave diffraction on the lattices located in stratified media, 
method of discrete sources, analytical continuation of wave fields.
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