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Аннотация. Простейшей классической автоколебательной системой с двумя степенями сво-
боды является генератор Ван дер Поля с дополнительным колебательным контуром. Для
нее характерно явление затягивания частоты, обусловленное появлением бистабильности
и гистерезиса. Ранее был выявлен бифуркационный механизм затягивания и бистабильно-
сти. Бифуркационный анализ был проведен для случая слабого возбуждения, когда система
демонстрирует квазигармонические автоколебания. Однако остается открытымвопрос о вли-
янии ангармоничности, которая развивается в системе с ростом параметра возбуждения,
на явление мультистабильности, на бифуркационный механизм ее формирования. Сохраня-
ется ли эффект затягивания частоты и соответствующие бистабильные состояния в широкой
области значений управляющих параметров? Происходит ли формирование новых муль-
тистабильных состояний? Как выглядит бифуркационная структура плоскости управляющих
параметров? В данной работе перечисленные вопросы исследуются на примере авто-
колебательной системы, состоящей из осциллятора Рэлея с дополнительным линейным
осциллятором. Численное моделирование и бифуркационный анализ состояний равнове-
сия и предельных циклов выполнены с помощью пакета программ XPPAUTO. Представлены
результаты двупараметрического анализа вширокой области значений параметра возбужде-
ния и расстройки по частотам, описаны типичные режимы автоколебаний и их бифуркации.
Ключевые слова: осциллятор Рэлея, затягивание частоты, мультистабильность, гистерезис,
бифуркационный анализ
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Abstract. Background and Objectives: The van der Pole oscillator with an additional oscillatory circuit represents one of the simplest self-
sustainedoscillator systemwith twodegrees of freedom. It is characterizedby thephenomenonof frequencypulling, causedby the appearanceof
bistability and hysteresis. The bifurcationmechanism of pulling and bistability was previously identified, and the bifurcation analysis was carried
out for the case of weak excitation when the system exhibits quasi-harmonic self-sustained oscillations. However, the question remains open
about the influence of anharmonicity, which develops in the system with increasing excitation parameter, on the phenomenon of multistability
and on the bifurcation mechanism of its formation. Is the effect of frequency pulling and the corresponding bistable states preserved over a
wide range of values of the control parameters? Are new multistable states being formed? What does the bifurcation structure of the control
parameter plane look like? In this paper, the above issues are studied using as an example a self-sustained oscillatory system consisting of the
Rayleigh oscillator with an additional linear oscillator. Materials and Methods: Numerical simulation and bifurcation analysis of equilibrium
states and limit cycles were performed using the XPPAUTO software package. Results: The results of a two-parameter analysis in a wide range of
excitation and frequency detuning parameters have been presented, typicalmodes of self-sustained oscillations and their bifurcations have been
described. Conclusion: It has been shown that the classical phenomenon of frequency pulling is observed only at small values of the excitation
parameter of the system. The bistability region, where two limit cycles coexist, corresponding to in-phase and anti-phase oscillation modes in
coupled oscillators, is bounded by both the detuning parameter and the excitation parameter.
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Введение

Мультистабильность является фундамен-
тальным нелинейным явлением, которое широко
наблюдается и активно исследуется в систе-
мах различной природы [1–13]. Под этим
явлением понимают сосуществование в фа-
зовом пространстве динамической системы
нескольких аттракторов, которые можно про-
наблюдать, меняя начальные условия системы.
Мультистабильность имеет важное, зачастую
определяющее значение в свойствах и функ-
циональных возможностях различных систем.
Например, установлено, что мультистабильность
лежит в основе механизмов хранения памяти

и обработки информации в нейронных сетях [14].
В ряде случаев она играет отрицательную роль,
понижая устойчивость системы к воздействию
флуктуаций, помех, что приводит к нарушению
режимов работы технических устройств [1, 15].

В связи с этим важно знать условия воз-
никновения и исчезновения мультистабильности
при вариации параметров системы, бифуркаци-
онные механизмы ее формирования. Возникно-
вение мультистабильности может быть связано
с бифуркациями типа вил состояний равнове-
сия и предельных циклов, с седло-узловыми
бифуркациями рождения пар неподвижных точек
или предельных циклов, когда в расширенном
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пространстве динамических переменных и пара-
метров системы формируются складки и сборки
для неподвижных точек и предельных циклов
[16, 17]. В связанных системах с удвоением пери-
ода возможно формирование развитой фазовой
мультистабильности [18], когда при переходе
к хаосу через каскад удвоений периода каждый
из циклов претерпевает бифуркацию удвоения
дважды. После первой бифуркации рождается
устойчивый цикл удвоенного периода, после
второй – седловой. Далее по параметру неустой-
чивый цикл претерпевает субкритическую би-
фуркацию вил и становится устойчивым [19].
Возникающие режимы одного периода различа-
ются фазовыми сдвигами между колебаниями
подсистем. В результате в фазовом пространстве
могут сосуществовать циклы одного периода,
разных периодов, торы и различные виды хаоти-
ческих аттракторов.

При исследовании бифуркационного меха-
низма затягивания частоты в классической ав-
токолебательной системе с двумя степенями
свободы [20, 21] – в генераторе Ван дер Поля с до-
полнительным колебательным контуром – было
установлено [22, 23], что появление сосуществу-
ющих устойчивых предельных циклов в области
затягивания частоты обусловлено двумя последо-
вательными суперкритическими бифуркациями
Андронова–Хопфа состояния равновесия и суб-
критической бифуркациейНеймарка–Сакера сед-
лового предельного цикла. Этот бифуркацион-
ный механизм формирования бистабильности
был выявлен при малых значениях параметра
возбуждения в генераторе и слабой диссипации
в дополнительном колебательном контуре, когда
система является квазигармонической. Однако
для подобных автоколебательных систем с двумя
степенями свободы остается открытым вопрос
о влиянии параметра возбуждения, когда с его
увеличением автоколебания становятся ангар-
моническими, на явление мультистабильности,
на бифуркационный механизм ее формирова-
ния. Сохраняется ли эффект затягивания часто-
ты и соответствующие бистабильные состояния
в широкой области значений на плоскости управ-
ляющих параметров возбуждения и расстройки
по собственным частотам? Происходит ли фор-
мирование новых мультистабильных состояний?
Как выглядит бифуркационная структура плоско-
сти управляющих параметров?

В статье представлены результаты двупа-
раметрического анализа автоколебательной си-
стемы с двумя степенями свободы, состоящей

из осциллятора Рэлея, взаимодействующего с ли-
нейным диссипативным осциллятором. На плос-
кости «параметр возбуждения – параметр рас-
стройки по собственным частотам» построены
области характерных режимов, выявлены обла-
сти мультистабильности и определены бифур-
кации, которые приводят к сосуществующим
аттракторам. В данной автоколебательной систе-
ме с двумя степенями свободы

Статья организована следующим образом.
В разделе 2 представлена исследуемая модель
автоколебательной системы с двумя степеня-
ми свободы. В разделе 3 описаны результаты
численного моделирования и бифуркационного
анализа состояний равновесия и предельных цик-
лов, выполненных с помощью пакета программ
XPPAUTO [24]. В разделе 4 проведено обсужде-
ние полученных результатов.

1. Исследуемая система

1.1. Математическая модель
Исследуемая автоколебательная система

с двумя степенями свободы состоит из осцил-
лятора Рэлея, взаимодействующего с линейным
диссипативным осциллятором.

Осциллятор Рэлея относится к базовым мо-
делям теории колебаний. Он представляет собой
одну из простейших моделей автоколебательных
систем с одной степенью свободы. Уравнение
Рэлея [25] описывает, например, хорошо извест-
ные механические автоколебательные системы –
маятник Фроуда [26] и систему Кайдановского–
Хайкина [27]. Примером радиофизической систе-
мы, описываемой уравнением Рэлея, может слу-
жить генератор на нелинейном элементе с отри-
цательной дифференциальной проводимостью,
включенном в колебательный контур [28]. Ос-
циллятор Рэлея представляет собой осциллятор
с нелинейной диссипацией, величина которой
нелинейно зависит от скорости (в механической
интерпретации), тогда как в осцилляторе Ван
дер Поля диссипация определяется координатой
по нелинейному закону. Заменой переменных
уравнение Рэлея переходит в уравнение Ван дер
Поля.

В осцилляторе Рэлея, так же как и в ге-
нераторе Ван дер Поля, наблюдается мягкое
возбуждение устойчивых автоколебаний. Един-
ственное состояние равновесия с ростом управ-
ляющего параметра при переходе через нулевое
значение претерпевает суперкритическую би-
фуркацию Андронова–Хопфа. Из неустойчивого
фокуса рождается устойчивый предельный цикл,
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радиус которого растет пропорционально кор-
ню из надкритичности. При малых значениях
параметра наблюдаются квазигармонические ав-
токолебания. С ростом управляющего параметра
развивается явление ангармоничности. Близкие
к синусоидальным автоколебания постепенно
превращаются в релаксационные. Однако в ос-
цилляторе Ван дер Поля форма временных
реализаций становится прямоугольной, а в ос-
цилляторе Рэлея – пилообразной.

Исследуемая автоколебательная система
с двумя степенями свободы может быть пред-
ставлена в виде двух связанных осцилляторов:

ẍ− (ε− ẋ2) ẋ+ p2x+ p2γ(x− x1) = 0,

ẍ1+αẋ1+ x1+ γ(x1− x) = 0,
(1)

или описана системой четырех дифференциаль-
ных уравнений первого порядка:

ẋ = y,

ẏ = (ε− y2)y− p2x− p2γ(x− x1) ,

ẋ1 = y1,

ẏ1 =−αy1− x1− γ(x1− x) .

(2)

Здесь пары динамических переменных (x,y)
и (x1,y1) определяют состояние осциллятора
Рэлея (основного контура) и линейного диссипа-
тивного осциллятора (дополнительного контура)
соответственно; ε – параметр возбуждения ав-
токолебательной системы; α – параметр дисси-
пации линейного осциллятора; γ – коэффициент
связи между осциллятором Рэлея и линейным
осциллятором; p – параметр расстройки по соб-
ственным частотам осциллятора Рэлея и линей-
ного осциллятора.

Такие уравнения можно получить при описа-
нии, например, механической автоколебательной
системы Кайдановского–Хайкина [27, 21, 25], со-
стоящей из грузика, закрепленного на пружине
и расположенного на движущейся с постоян-
ной скоростью ленте, который взаимодействует
с другим грузиком, закрепленным на пружине
и расположенным на покоящейся поверхности.
Радиофизическим примером такой системы яв-
ляется генератор, состоящий из двух связан-
ных колебательных контуров, один из которых
возбуждается активным нелинейным элементом
с отрицательной дифференциальной проводимо-
стью.

1.2. Двухконтурный генератор на активном
нелинейном элементе с отрицательной
дифференциальной проводимостью

На рис. 1 представлена схема генератора
на активном нелинейном элементе с отрицатель-
ной дифференциальной проводимостью и двумя
колебательными контурами.

Исходя из приведенной схемы и используя
законы Кирхгофа, запишем уравнения:

I + ig + ic + i+ Ic = 0,

i1+ ig1+ ic1 Ic = 0.
(3)

Вольт-амперную характеристику нелинейного
элемента определим в виде

I =−au+bu3. (4)

Указанные на рис. 1 токи и напряжения на эле-
ментах схемы связаны соотношениями:

ig = gu, ic =C
du
dt

, u = L
di
dt

,u1 = L1
di1
dt

,

ig1 = g1 u1, ic1 =C1
du1
dt

, u−u1 = Lc
dIc

dt
.
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Рис. 1. Схема генератора на активном нелинейном элементе с отрицательной дифференциальной проводимостью
и двумя колебательными контурами

Fig. 1. Scheme of a generator based on an active nonlinear element with a negative differential conductivity and two oscillatory
circuits
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Подставляя данные соотношения в (3) с учетом
(4), запишем уравнения относительно токов i и i1:

d2i
dt2

[
a−g

C
bL2

C

( di
dt

)2] di
dt +

1
LC i+ 1

LC

(
L
Lc

i− L1
Lc

i1
)
= 0,

d2i1
dt2 +

g1
C1

di1
dt +

1
L1C1

i1+ 1
L1C1

(
L1
Lc

i1− L
Lc

i
)
= 0.

Переходя к новому времени, нормированным пе-
ременным и параметрам, эту систему можно
представить в виде (1) и (2), где

x=
√

β
i
i0
, x1=

√
β

i1
i0
, β=

bL2i20
C
√

L1C1
, ẋ=

dx
dτ

,

τ = ω01t, p2 =
ω2
0

ω2
01
, ω2

0 =
1

LC
, ω2

01 =
1

L1C1
,

ε =
a−g
Cω01

, α =
g1

ω01C1
, γ =

L
Lc

, L1 = L.

Таким образом, изображенный на рис. 1
двухконтурный генератор на нелинейном элемен-
те с отрицательной дифференциальной проводи-
мостью представляет собой осциллятор Рэлея,
взаимодействующий с линейным диссипатив-
ным осциллятором (1).

2. Мультистабильные состояния и бифуркации,
приводящие к их появлению

Автоколебательная система (2) имеет четы-
рехмерное фазовое пространство с единствен-
ным состоянием равновесия в начале координат,
положение которого не зависит от параметров
системы. В отсутствие связи (γ = 0) система
распадается на осциллятор Рэлея и линейный
диссипативный осциллятор. При малых поло-
жительных значениях параметра диссипации α
линейный осциллятор при любых начальных
условиях демонстрирует затухающие до нуля
колебания. Поведение осциллятора Рэлея зави-
сит от параметра возбуждения ε. При отри-
цательных значениях параметра автоколебания
отсутствуют. Единственное состояние равнове-
сия является устойчивым, причем при ε < −2
представляет собой устойчивый узел и при
−2< ε < 0 – устойчивый фокус. Когда ε пе-
реходит через ноль, происходит возбуждение
автоколебаний. В результате суперкритической
бифуркацииАндронова–Хопфа из неустойчивого
фокуса рождается устойчивый предельный цикл.
При малых значениях параметра возбуждения
ε осциллятор Рэлея демонстрирует квазигармо-
нические автоколебания. По мере увеличения ε
развивается явление ангармоничности, колеба-
ния постепенно превращаются из квазигармони-
ческих в релаксационные пилообразной формы.

При взаимодействии этих двух осциллято-
ров с очень простым поведением возникают
более сложные явления, а именно формирует-
ся мультистабильность, происходит затягивание
частоты и гистерезис. В пространстве парамет-
ров наблюдается более сложная бифуркационная
структура, определяющая механизмы появления
мультистабильности.

Рассмотрим поведение системы (2) в зависи-
мости от параметра возбуждения ε и расстройки
по собственным частотам p с фиксированными
значениями параметра диссипации α = 0.01 и ко-
эффициента связи γ = 0.2.

В автоколебательной системе (2) с увеличе-
нием ε мягко возбуждаются квазигармонические
автоколебания. Однако при значениях p немного
меньше единицы рождается устойчивый пре-
дельный цикл, соответствующий синфазным ко-
лебаниям в основном и дополнительном контуре,
а при p немного больше единицы – устойчивый
предельный цикл, соответствующий противофаз-
ным колебаниям в контурах. Проекции этих
предельных циклов, обозначенные C1 для син-
фазных и C2 для противофазных колебаний,
представлены на рис. 2. Эти два цикла участву-
ют в явлении затягивания частоты, их области
существования перекрываются на плоскости па-
раметров, что приводит к мультистабильности
и гистерезису. Рассмотрим бифуркации состоя-
ния равновесия и предельных циклов, которые
определяют эти явления.

На рис. 3 построены бифуркационные ли-
нии на плоскости управляющих параметров (ε, p)
в диапазоне малых значений ε (от 0 до 0.1), когда
автоколебания близки к гармоническим.

Ниже линий lAH1
1 и lAH1

2 автоколебания от-
сутствуют. В фазовом пространстве существует
устойчивое состояние равновесия. Вблизи би-
фуркационных линий оно представляет собой
устойчивый фокус: все четыре собственных зна-
чения являются комплексными с отрицательны-
ми действительными частями. Когда p < 1, при
пересечении линии lAH1

1 действительные части
одной пары собственных значений переходят
через ноль и становятся положительными. Непо-
движная точка превращается в седло, в ее окрест-
ности мягко рождается устойчивый предельный
цикл C1. С ростом параметра возбуждения, при
пересечении линии lAH2

2 , состояние равновесия
претерпевает еще одну суперкритическую би-
фуркацию Андронова–Хопфа. Действительные
части еще одной пары комплексных собствен-
ных значений переходят через ноль. Из седловой
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Рис. 2. Проекции предельных циклов C1 (а) и C2 (б), соответствующие синфазным и противофазным колебаниям
в осцилляторах, при ε = 0.05, α = 0.01, γ = 0.2, p = 0.995 (а), p = 1.005 (б)

Fig. 2. Projections of limit cyclesC1 (а) и C2 (b) corresponding to in-phase and anti-phase oscillations in the oscillators
at ε = 0.05, α = 0.01, γ = 0.2, p = 0.995 (а), p = 1.005 (b)
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Рис. 3. Линии бифуркационных значений на плоскости
управляющих параметров (p,ε) в диапазоне малых зна-
чений ε при фиксированных α = 0.01, γ = 0.2. Линии
lAH1
1 , lAH1

2 соответствуют суперкритическим бифуркаци-
ям Андронова–Хопфа. При их пересечении из состояния
равновесия рождаются устойчивые циклы C1 и C2 соот-
ветственно. На линиях lAH2

1 и lAH2
2 из седлового состояния

равновесия рождаются седловые циклы C1 и C2. Линии
lNS
1 и lNS

2 соответствуют субкритическим бифуркациям
Неймарка–Сакера, при которых седловые циклы C1 и C2

становятся устойчивыми (цвет онлайн)
Fig. 3. Bifurcation lines in the (p,ε) parameter plane within
a range of small values of ε at fixed α = 0, γ = 0.2.
Lines lAH1

1 , lAH1
2 correspond to supercritical Andronov–Hopf

bifurcations. When they intersect, stable cyclesC1 andC2 are
born from the equilibrium state, respectively. Saddle cycles
C1 and C2 appear from a saddle equilibrium on lines lAH2

1
and lAH2

2 . Lines lNS
1 and lNS

2 refer to subcritical Neimark–
Saker bifurcations at which the saddle cycles C1 and C2

become stable (color online)

неподвижной точки рождается неустойчивый
предельный цикл C2. Он имеет четыре мульти-

пликатора, один из которых равен единице, один
действительный и по модулю меньше единицы
и пара комплексных, расположенных за единич-
ной окружностью на плоскости с координатами
(Re(µ), Im(µ)). На линии lNS

2 этот седловой пре-
дельный цикл C2 претерпевает субкритическую
бифуркацию Неймарка–Сакера. Пара комплекс-
но-сопряженных мультипликаторов становится
чисто мнимыми, из цикла рождается седловой
тор, и C2 становится устойчивым. Теперь в фазо-
вом пространстве сосуществуют два устойчивых
предельных циклаC1 иC2. Следует отметить, что
точно такой же бифуркационный механизм фор-
мирования бистабильности был выявлен и опи-
сан в работах [22, 23] для генератора Ван дер
Поля с дополнительным контуром. Используя
укороченные уравнения для амплитуд и фаз,
авторы явно продемонстрировали рождение сед-
лового тора при возникновении бистабильности.

Когда p > 1, происходят аналогичные би-
фуркации с той разницей, что при пересече-
нии линии lAH1

2 в результате суперкритической
бифуркации Андронова–Хопфа из устойчиво-
го состояния равновесия рождается устойчивый
предельный цикл C2. Вторая суперкритическая
бифуркация Андронова–Хопфа на линии lAH2

1
приводит к появлению седлового цикла C1, ко-
торый становится устойчивым при пересечении
линии lNS

1 в результате субкритической бифурка-
ции Неймарка–Сакера. Область бистабильности,
в которой сосуществуют устойчивые предельные
циклыC1 иC2, гистерезиса и затягивания частоты
ограничена бифуркационными линиями lNS

1 и lNS
2 .
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Как видно из рис. 3, эта область затя-
гивания частоты располагается в окрестности
линии p = 1 с отстройкой по частоте вправо
и влево. При ε = 0.1 интервал затягивания огра-
ничен значениями p примерно от 0.7 до 1.3.
С уменьшением ε этот интервал сужается и посте-
пенно стягивается в точку. При фиксированном
значении параметра возбуждения, например, ε =
= 0.08, с изменением параметра расстройки
по частоте p система демонстрирует следую-
щее поведение. Если расстройка по собственным
частотам существенно отличается от единицы,
например, p = 0.6, в фазовом пространстве суще-
ствует устойчивый предельный цикл C1. Других
устойчивых режимов здесь нет. При плавном
увеличении p устойчивый цикл C1 наблюдает-
ся до точки пересечения с линией lNS

1 . Затем
происходит жесткий переход на режим автоколе-
баний с другой амплитудой и частотой, который
соответствует устойчивому предельному циклу
C2. Далее, до конца исследуемого интервала зна-
чений p = 1.4, наблюдается C2. При обратном
движении по параметру p, при пересечении ли-
нии lNS

1 цикл C2 бифуркаций не претерпевает,
сохраняется прежний автоколебательный режим.
Жесткий переход на устойчивый цикл C1 про-
исходит существенно дальше по параметру –
при пересечении линии lNS

2 . Наблюдается явле-
ние гистерезиса. Здесь имеет место классическая
картина затягивания частоты в генераторе с до-
полнительным контуром.

Таким образом, в области малых значений
параметра возбуждения формирование мульти-
стабильности происходит в результате двух по-
следовательных суперкритических бифуркаций
Андронова–Хопфа состояния равновесия и одной
субкритической бифуркации Неймарка–Сакера
седлового предельного цикла.

Далее рассмотрим поведение осциллятора
Рэлея, взаимодействующего с линейным осцил-
лятором, в широкой области значений параметра
возбуждения ε от 0 до 10 при расстройке по соб-
ственным частотам p от 0.3 до 1.7 на базе каждого
из сосуществующих бистабильных состоянийC1

иC2. На рис. 4 построены отдельные карты режи-
мов с наследованием начальных условий на базе
каждого из указанных циклов.

Устойчивый предельный цикл C2 существу-
ет на плоскости управляющих параметров (ε, p)
в области, ограниченной линией l2 (рис. 4, а). При
p > 1 с уменьшением параметра возбуждения ε
цикл C2 стягивается в неподвижную точку. Здесь
границей является линия суперкритической би-
фуркации Андронова–Хопфа мягкого рождения
устойчивого цикла C2 из неустойчивого фоку-
са. Остальная часть границы и слева, и сверху
определяется линией субкритической бифурка-
ции Неймарка–Сакера. На ней предельный цикл
C2 не исчезает, а теряет устойчивость. Изобража-
ющая точка уходит с него на устойчивый цикл
C1. Таким образом, жесткий переход с C2 на C1

происходит не только с уменьшением параметра
расстройки по собственным частотам, но и при
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Рис. 4. Карты режимов на плоскости управляющих параметров (p,ε), возникающие в системе (2) на базе противофазного
циклаC2 (а) и синфазного цикла C1 (б). Линия l2 на фрагменте (а) ограничивает область существования цикла C2

Fig. 4. Regime maps in the (p,ε) parameter plane in the system (2) on the base of anti-phase cycle C2 (а) and in-phase cycle
C1 (b). Line l2 in fragment (а) bounds the region of cycleC2 existence
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увеличении параметра возбуждения. При вариа-
ции параметров внутри этой области устойчивый
предельный циклC2 бифуркаций не претерпевает.
Однако характеристики колебаний (форма, ам-
плитуда, период) в основном и дополнительном
контурах существенно меняются. Проекции фа-
зовых портретов и временные реализации этого
семейства автоколебательных режимов представ-
лены на рис. 5.

Видно, что при p = 1.0 и малых значениях
параметра возбуждения (ε = 0.05,0.1, рис. 5, a,б)
в основном и дополнительном колебательном
контурах наблюдаются квазигармонические про-
тивофазные колебания практически одинаковой
амплитуды. В сечении ε = 0.05 при изменении
расстройки по частоте от p = 0.92 до p =
= 1.7 колебания остаются квазигармоническими,
но меняется их период (примерно от T = 5.5
до T = 3.5) и амплитуды в основном A и дополни-
тельном A1 контурах. Так, при p = 1.0 амплитуды
колебаний одинаковые: A = A1 = 0.19, а при p =
= 1.7 амплитуда колебаний в основном контуре
(A= 0.13) становится больше, чем в дополнитель-
ном (A1 = 0.01).

Из рис. 5 видно, что при p = 1.0 с уве-
личением параметра возбуждения ε от нижней
до верхней границы области существования авто-
колебательный режим на базе предельного цикла
C2 заметно видоизменяется. Колебания в допол-
нительном контуре во всем диапазоне значений
остаются квазигармоническими, а в основном
контуре плавно превращаются в релаксационные
пилообразной формы. Различие в интенсивности
колебаний постепенно нарастает и становится
довольно существенным у верхней границы об-
ласти (A = 2.17,A1 = 10.39 при ε = 4.0, рис. 5, e).

Карта режимов на плоскости параметров
(p,ε) на базе синфазного цикла C1 (см. рис. 4, б)
устроена более сложным образом. В исследуемой
области значений она ограничена только снизу
линией l1. При p < 1 на ней происходит су-
перкритическая бифуркация Андронова–Хопфа.
При уменьшении параметра возбуждения устой-
чивый предельный цикл C1 плавно стягивается
в неподвижную точку в начале координат. При
p > 1 у нижней границы цикл имеет конечный
размер. При пересечении границы происходит
жесткий перескок с циклаC1 на устойчивый цикл
C2. Здесь происходит субкритическая бифурка-
ция Неймарка–Сакера, в результате которой C1

теряет устойчивость и изображающая точка ухо-
дит на устойчивый C2. Из рис. 4, б видно, что
при малой расстройке (в окрестности p = 1)

с увеличением параметра возбуждения ε вплоть
до границы исследуемого диапазона предельный
цикл C1 никаких бифуркаций не претерпевает.
Однако при увеличении расстройки вправо и вле-
во от p = 1 с ростом параметра возбуждения ε
на базе предельного цикла C1 наблюдаются раз-
личные бифуркации. В правой стороне плоскости
параметров имеется область, ограниченная лини-
ей lNS

1 , при входе в которую происходит жесткий
переход с цикла C1 на устойчивый предельный
цикл C2. На линии lNS

1 происходит субкритиче-
ская бифуркация Неймарка–Сакера. Рассмотрим
поведение цикла C1 при пересечении этой обла-
сти снизу вверх, например, при фиксированном
p = 1.3 с увеличением параметра возбуждения
ε. При достижении линии lNS

1 снизу пара ком-
плексно-сопряженных мультипликаторов выхо-
дит на единичную окружность. При пересечении
границы цикл C1 теряет устойчивость, но в его
окрестности устойчивый тор не возникает, что
свидетельствует о субкритической бифуркации
Неймарка–Сакера. Здесь седловой тор стягивает-
ся к предельному циклу, C1 теряет устойчивость,
но не исчезает. С дальнейшим увеличением пара-
метра возбуждения на верхней части границы lNS

1
пара мультипликаторов седлового циклаC1 вновь
входит в единичную окружность, предельный
цикл становится устойчивым. Далее, до ε = 10
цикл C1 никаких бифуркаций не демонстрирует.

Более сложное поведение на базе предельно-
го циклаC1 наблюдается в левой части плоскости
параметров при p < 1 (см. рис. 4, б). Здесь го-
раздо больше различных бифуркационных линий
в отличие от правой части плоскости параметров.
Рассмотрим, как меняются режимы колебаний
на базе цикла C1 при вариации управляющих па-
раметров.

На рис. 6 представлены проекции предель-
ных циклов, наблюдаемые в сечении p = 0.5 при
различных значениях параметра возбуждения.
При ε = 0.1 все еще наблюдаются квазигар-
монические колебания (рис. 6, а). В интервале
значений ε от 0.1 до 2.31 предельный цикл C1

бифуркаций не претерпевает. Однако по мере
увеличения ε форма его постепенно (эволюци-
онно, без бифуркаций) искажается, предельный
цикл при ε = 1.6 (рис. 6, б) и ε = 2.31 (рис. 6, в)
по своей форме сильно отличается от C1 при
ε= 0.1. Далее, при небольшом приращении по па-
раметру до ε = 2.32 происходит жесткий переход
на другой предельный цикл, проекция которого
показана на рис. 6, г. Обозначим его C11. При
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Рис. 5. Проекции фазовых портретов (левый и средний столбцы) и временные реализации (правый столбец) автоко-
лебательных режимов, возникших на базе противофазного цикла C2 в основном (черные кривые) и дополнительном
(красные кривые) контурах, при фиксированном p = 1.0 и различных значениях параметра возбуждения ε: 0.05 (а),

0.1 (б), 1.0 (в), 2.0 (г), 3.0 (д), 4.0 (е) (цвет онлайн)
Fig. 5. Projections of phase portraits (left and middle columns) and time series (right column) of self-sustained oscillatory
regimes appeared on the base of anti-phase cycleC2 in the main (black curves) and additional (red curves) circuits for the fixed
value of p = 1.0 and different values of the excitation parameter ε: 0.05 (а), 0.1 (b), 1.0 (c), 2.0 (d), 3.0 (e), 4.0 (f) (color online)
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Рис. 6. Проекции (x1,x) предельных циклов, возникших на базе синфазного цикла C1 при фиксированном значении
расстройки p = 0.5 и различных значениях параметра возбуждения ε: 0.1 (а), 1.6 (б), 2.31 (в) – циклC1; 2.32 (г), 4.35 (д) –
циклC11; 4.48 (е) – циклC12; 6.58 (ж) – циклC13; 8.67 (з) – циклC14; 8.65 (и) – сосуществующие предельные циклыC13
(черная кривая) и C14 (красная кривая), образующие одну из областей бистабильности (см. рис. 4, б) (цвет онлайн)

Fig. 6. Projections (x1,x) of the limit cycles arised on the base of in-phase cycle C1 for the fixed value of frequency detuning
p = 0.5 and different values of the excitation parameter ε: 0.1 (а), 1.6 (b), 2.31 (c) – cycle C1; 2.32 (d), 4.35 (e) – cycle C11;
4.48 (f) – cycle C12; 6.58 (g) – cycle C13; 8.67 (h) – cycle C14; 8.65 (i) – coexisting limit cycles C13 (black curve) and C14 (red

curve) which form one of the bistability regions (Fig. 4, b) (color online)

обратном движении по параметру наблюдает-
ся гистерезис. Предельный цикл C11 существует
до ε = 1.98. При этом значении наблюдается
жесткий переход обратно на предельный цикл
C1. В области гистерезиса сосуществуют устой-
чивые циклыC11 иC1. Проследим за предельным
циклом C11 с увеличением параметра возбужде-
ния от ε = 2.32. С ростом ε форма C11 плавно
трансформируется. При ε = 4.35 он имеет вид,
представленный на рис. 6, д. При ε = 4.48 про-
исходит жесткий переход на другой предельный
цикл, который обозначим C12. Проекция этого

предельного цикла представлена на рис. 6, е. При
обратном движении по параметру перескок с C12

на C11 происходит при ε = 4.24. Бистабильные
состояния C11 и C12 сосуществуют в интервале
значений ε от 4.24 до 4.48. Далее цикл C12 пре-
терпевает бифуркацию при ε = 6.58, происходит
жесткий переход на C13 (рис. 6, ж). Устойчивые
предельные циклы C12 и C13 сосуществуют в ин-
тервале значений ε от 6.42 до 6.58. При ε = 6.42
происходит жесткий переход с цикла C13 на C12.
С увеличением ε циклC13 претерпевает бифурка-
цию при ε = 8.67, происходит жесткий переход
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на цикл C14 (рис. 6, з). Интервал бистабиль-
ности для этих предельных циклов ограничен
значениями ε= 8.53 и ε= 8.67. На рис. 6, и показа-
ны проекции двух сосуществующих устойчивых
предельных циклов C13 и C14 при ε = 8.65. Далее
по параметру возбуждения до ε = 10 предельный
цикл C14 никаких бифуркаций не демонстрирует.

Перечисленные предельные циклы и их
бифуркации формируют структуру плоскости па-
раметров (p,ε) на базе предельного цикла C1 при
p < 1 (см. рис. 4, б). Здесь показаны «полосы би-
стабильности», ограниченные линиями складок
для попарно сосуществующих устойчивых пре-
дельных циклов C1 и C11, C11 и C12, C12 и C13, C13

иC14 соответственно, по мере перемещения от од-
ной «полосы бистабильности» к другой от центра
влево. Кроме рассмотренных предельных циклов
и соответствующих областей бистабильности,
на плоскости параметров на рис. 4, б показаны
еще линии складок, ограничивающие области би-
стабильности для C14 и C15, C15 и C16, C16 и C17.

Для более детальной иллюстрации наблюда-
емых бистабильных состояний на рис. 7 показа-
ны проекции предельных циклов и временные
реализации семейства автоколебательных режи-
мов, возникшего на базе C1, при фиксированном
значении параметра расстройки по частоте p =
= 0.5 и различных значениях ε. При слабом
возбуждении ε = 0.1 наблюдаются квазигар-
монические автоколебания (рис. 7, а), причем
амплитуда колебаний в дополнительном кон-
туре значительно меньше, чем в генераторе
Рэлея. С ростом ε, еще до бифуркации, коле-
бания становятся ангармоническими (рис. 7, б).
В генераторе они превращаются в релаксацион-
ные пилообразной формы, а в дополнительном
контуре во временной реализации на периоде ко-
лебаний появляются осцилляции, что приводит
к появлению петель на проекциях предельного
цикла. Такая ангармоничность в дополнительном
контуре с увеличением параметра развивается
постепенно. Вначале мягко возникают осцилля-
ции малой интенсивности, затем они нарастают
и достигают максимальной величины вблизи точ-
ки бифуркации. Здесь интенсивность колебаний
больше, чем в генераторе Рэлея (рис. 7, в). При
переходе через точку бифуркации происходит
жесткий переход на другой устойчивый пре-
дельный цикл C11 (рис. 7, г). С увеличением
параметра этот цикл развивается аналогичным
образом (рис. 7, д), как и предыдущий. Далее про-
исходит жесткий переход на предельный циклC12

(рис. 7, е) и т. д. Предельные циклы, формирую-
щие «полосы бистабильности», отличаются друг
от друга количеством петель, что обусловлено
разным числом осцилляций на периоде в допол-
нительном контуре.

Заключение

Рассмотрена автоколебательная система
с двумя степенями свободы, состоящая из осцил-
лятора Рэлея, взаимодействующего с линейным
диссипативным осциллятором, которая пол-
ностью тождественна классической системе
генератора Ван дер Поля с дополнительным
колебательным контуром [20]. Для этой систе-
мы характерно явление затягивания частоты,
обусловленное гистерезисом и бистабильно-
стью [21]. В работе [22] для генератора Ван дер
Поля с дополнительным колебательным конту-
ром был выявлен бифуркационный механизм
формирования мультистабильности в случае
малых значений параметра возбуждения, когда
автоколебательная система является квазигармо-
нической. В данной работе авторы расширили
исследование явления затягивания частоты и би-
стабильности, изучив влияние ангармоничности
на мультистабильность в автоколебательной си-
стеме с двумя степенями свободы, описываемой
связанными уравнениями Рэлея и линейного дис-
сипативного осциллятора.

Исследование показало, что классическое яв-
ление затягивания частоты наблюдается только
при небольших значениях параметра возбуж-
дения ε. Область бистабильности, где сосуще-
ствуют два предельных цикла, соответствующие
синфазным и противофазным режимам коле-
баний в связанных осцилляторах, ограничена
не только по параметру расстройки p, но и
по ε. По мере увеличения параметра возбуж-
дения и развития ангармоничности, когда ква-
зигармонические автоколебания превращаются
в релаксационные пилообразной формы, одно
из бистабильных состояний (C2) теряет устой-
чивость и явление затягивания частоты больше
не наблюдается. При больших значениях пара-
метра возбуждения и определенных расстройках
по частоте на базе синфазного семейства цик-
лов наблюдаются разнообразные бифуркации,
приводящие к новым режимам. Формируются
новые мультистабильные состояния. На плоско-
сти параметров при p < 1 возникает ряд «полос
бистабильности», ограниченных линиями скла-
док для попарно сосуществующих устойчивых
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Рис. 7. Проекции предельных циклов (левый и средний столбцы) и временные реализации (правый столбец) семейства
колебательных режимов, возникшего на базе циклаC1 в основном (черные кривые) и дополнительном (красные кривые)
контурах, при фиксированном параметре расстройки p = 0.5 и различных значениях параметра возбуждения ε: 0.1 (а),

1.6 (б), 2.31 (в), 2.32 (г), 4.35 (д), 4.48 (е) (цвет онлайн)
Fig. 7. Projections of limit cycles (left and middle columns) and time series (right column) of self-sustained oscillatory regimes
appeared on the base of in-phase cycle C1 in the main (black curves) and additional (red curves) circuits for the fixed value
of p = 0.5 and different values of the excitation parameter ε: 0.1 (а), 1.6 (b), 2.31 (c), 2.32 (d), 4.35 (e), 4.48 (f) (color online)
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предельных циклов. При малых значениях па-
раметра возбуждения появление мультистабиль-
ности определяется двумя последовательными
суперкритическими бифуркациями Андронова–
Хопфа состояния равновесия и субкритической
бифуркацией Неймарка–Сакера седлового пре-
дельного цикла. При больших значениях пара-
метра возбуждения мультистабильность возни-
кает через седло-узловые бифуркации рождения
пар устойчивого и неустойчивого предельных
циклов. Здесь можно предположить, что меха-
низм формирования мультистабильности через
последовательность суперкритических бифурка-
ций Андронова–Хопфа и субкритических бифур-
каций Неймарка–Сакера более характерен для
квазигармонических автоколебательных систем.

В заключение следует отметить, что яв-
ления, исследуемые в данной работе, имеют
практическое значение. Помимо хорошо извест-
ного давно используемого метода стабилизации
частоты автоколебаний, в основе которого лежит
явление затягивания, недавно было предложено
использовать явления, возникающие в генерато-
ре с дополнительным контуром, при создании
центральных генераторов ритма [29].
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