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Аннотация. Формулируются дифференциальные уравнения для плотностей вероятности 
фазовых координат динамических систем с параметрическими флуктуациями в виде не-
марковского дихотомического шума, имеющего произвольные функции распределения 
времён жизни в состояниях ±1. В качестве примера вычислен первый момент фазовой ко-
ординаты линейного осциллятора, возмущённое движение которого описывается стохасти-
ческим аналогом уравнения Матье – Хилла. Цель этих вычислений – показать, что в случае 
линейных динамических систем параметрические флуктуации способны индуцировать со-
стояния, которых нет в детерминированном режиме. Задача решается при помощи метода 
дополнительных переменных, позволяющего за счет расширения фазового пространства 
перевести немарковский дихотомический шум в марковский. Показано присутствие неза-
тухающих колебаний амплитуд в форме биений, когда в структуре дихотомического шума 
есть функции распределения времен его жизни в состояниях ±1 в виде суммы двух взве-
шенных экспонент. Марковская модель осциллятора дает только затухающие колебания. 
Свойства дельта-коррелированности и гауссовости исследуемого процесса не использу-
ются. Вычисления проводятся в рамках простых дифференциальных уравнений без при-
влечения интегральных операторов.
Ключевые слова: немарковские процессы, дополнительные переменные, линейный ос-
циллятор, индуцированные шумом колебания, биения
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Abstract. Background and Objectives: A set of differential equations is derived for the probability density functions of the phase coor-
dinates of dynamic systems featuring parametric fluctuations in the form of non-Markovian dichotomous noise having arbitrary distribution 
functions for life at the states ± 1. As an example, the first moment of the phase coordinate of an oscillator was calculated, its perturbed 
motion being described by a stochastic analogue of the Mathieu–Hill equation. It is intended to show that linear dynamical systems subjected 
to parametric fluctuations are capable of producing states not appropriate to deterministic modes. Materials and Methods: The problem 
is solved using the method of supplementary variables which facilitates, through an expansion of the phase space, transformation of the non-
Markovian dichotomous noise into a Markovian one. Results: It has been established that sustained beating oscillations of the amplitudes are 
observed provided the dichotomous noise structure contains the life time distribution function as a sum of two weighted exponents describing 
two states of the system, i.e. ±1. Conclusion: As a matter of fact, a Markovian simulation of the oscillator features only damped oscillations. 
Properties of the process in question being delta-correlated or Gaussian are not utilized. The calculations are made using ordinary differential 
equations with no integral operators being involved.
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Введение

Рассмотрим линейное стохастическое диф-
ференциальное уравнение, описывающее эво-
люцию динамической системы с флуктуациями, 
вызванными внешним воздействием:

.                (1)

Здесь V и F – векторы, I(t) – случайная функция, 
стохастические свойства которой известны, F 

не зависит явно от времени t. Для вычисления 
моментов фазовых координат такой системы 
необходимо знать плотность вероятности со-
вместного процесса {V(t), I(t)}, т.е. P(V(t), I(t), t). 
Если I(t) – марковский дихотомический шум 
(телеграфный сигнал) с произвольным време-
нем корреляции, кинетическое уравнение от-
носительно P(V(t), I(t), t) известно [1] и имеет 
следующий вид:

Здесь i = ±1 – реализации процесса I(t), ν =1,2; 
μ = 1,2; Vν и Vμ – компоненты вектора V; Aν, μ – 
коэффициенты, которые определяются параме-
трами динамической системы; W – матрица с 
элементами γ, имеющих смысл средней частоты 
переходов процесса I(t) между уровнями ±1.

В данной модели развитием плотности ве-
роятности управляет дихотомический шум I(t), 
поэтому распишем более подробно матрицу W. 
Временная эволюция I(t) задаётся уравнения-
ми Колмогорова для вероятностей состояний 

 и  [2]:

,

          
(3)

Из (3) следует
 .                  (4)

Реальные случайные события часто облада-
ют последействием и поэтому не являются мар-
ковскими. Следовательно, применение уравнений 
Фоккер – Планка проблематично. В полной мере 
это относится также к дихотомическому шуму. 

(2)

С этой точки зрения представляется актуальным 
расширение круга задач, решаемых при помощи 
уравнения (2), на более общий случай немарков-
ских моделей процесса I(t). Методически общий 
подход к решению задач предпочтительней, чем 
частные случаи с ограниченными возможностя-
ми, как у марковских процессов.

Поскольку немарковские процессы отно-
сятся к более широкому классу случайных про-
цессов, можно ожидать, что они дадут эффекты, 
отсутствующие в марковских вариантах задач. 
Проверка этого предположения связана с вы-
числением первых моментов фазовых координат 
динамической системы, так как эти моменты, в 
частности, информируют о ее работе.

Собственно метод состоит в следующем. При 
помощи дополнительных переменных немарков-
ский дихотомический шум I(t) сводится к марков-
скому [3], что позволяет записать кинетическое 
уравнение для плотности вероятности, сохранив 
его форму (2), но в расширенном фазовом про-
странстве. Этот прием позволяет найти решение 
задачи в рамках простых дифференциальных урав-
нений без привлечения интегральных операторов. 
Функции распределения случайных времен жизни 
процесса I(t) в состояниях ±1 могут быть любыми. 
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Полученное таким образом кинетическое уравне-
ние является исходным для вычисления моментов 
фазовых координат. В конечных результатах до-
полнительные переменные устраняются после их 
предельного перехода к бесконечности.

 Решение уравнений для первых моментов 
получено в замкнутом виде без привлечения 
методов возмущений, гипотезы о квазигауссо-
вости и δ-коррелированности. Аналитические 
выражения здесь позволяют наглядно провести 
анализ динамической системы на устойчивость 
по математическому ожиданию.

Далее будет показано, что в случае линейного 
гармонического осциллятора параметрические 
флуктуации в виде определенной модели не-
марковского дихотомического шума индуцируют 
незатухающие амплитуды колебаний, частота и 
форма которых отличаются от колебаний детер-
минированного режима. В марковском варианте 
получаются только затухающие амплитуды.

1. Уравнения эволюции дихотомического шума

в расширенном фазовом пространстве

Процесс I(t) как управляющий в уравнении 
(1) флуктуирует независимо от V(t) и, следо-

вательно, рассматривается самостоятельно. В 
нашем случае удобно ввести дополнительные 
переменные как остаточные времена не экспо-
ненциально распределённых времён жизни I(t) 
от момента t до перехода I(t) в другое состоя-
ние. Обозначим эти действительные случай-
ные величины через ε±(t). Условие марковости 
дихотомического шума выполняется за счет 
дополнительных переменных ε±(t). При любой 
истории развития процесса I( t, τ+, τ−) в состоя-
нии +1 он останется в +1, если будет ε+(t) > 0,
и перейдет в −1, если ε+(t) = 0. Аналогично и
для состояния −1. Как и в марковской модели, 
необходимо двумерные плотности вероятности 

, где  – не-
которые уровени времени, которые не могут 
превосходить значения ε±(t), выразить через 
их значения в момент времени t и вероятности 
переходов (событий) на интервале [t, t + ∆t]. 
Проделав эту операцию, далее при помощи 
теорем сложения и умножения вероятностей 
выводятся уравнения Колмогорова для немар-
ковской модели дихотомического шума [4] и 
Приложение:

 , 

 , 

(5)

где , ,  – 
функции распределения времен жизни процесса 
I(t) в состояниях ±1.

Итак, уравнения эволюции марковского вари-
анта    теперь известны и можно перейти 
к формулировке уравнений для совместной плот-
ности вероятности процесса .

2. Кинетические уравнения 

для плотностей вероятности  

в расширенном фазовом пространстве

Далее будет рассматриваться процесс колеба-
ний линейного осциллятора, уравнения движения 
которого есть

,

.            

(6)

Здесь 0 ≤ α ≤ 1 – параметр внешнего воздействия.

В матричном виде, согласно (1), система (6) 
имеет следующий вид:

. 
         

(7)

Коэффициенты Av,μ, которые определяются пара-
метрами осциллятора, находим из (7):

,

, ,
(8)

, ,

.

Считая I(t) марковским процессом, с учетом 
(8), запишем кинетическое уравнение (2) в раз-
вернутом виде:

О. Л. Сироткин. Режимы колебаний линейного осциллятора



Изв. Сарат. ун-та. Нов. сер. Сер.: Физика. 2021. Т. 21, вып. 4

346 Научный отделНаучный отдел

Здесь , , ..

. (9)

Структура системы (9) следующая. По-
скольку I(t) флуктуирует независимо от x(t), 
изменения  за время ∆t являются адди-
тивными. Таким образом, кинетические уравне-
ния для  состоят из двух частей: одна 
описывает эволюцию x(t), y(t) при фиксирован-
ных значениях I(t) – первые два слагаемых в 
правой части уравнения (9), а другая – третье 
слагаемое – отвечает за развитие процесса I(t), 
согласно (3). Такая структура кинетических 
уравнений для плотностей вероятности будет 
сохраняться и в случае применения метода до-
полнительных переменных. Это самый важный 
момент данной работы.

Моменты фазовых координат могут быть вы-
числены при помощи уравнения (9), но интерес 
представляет случай немарковского характера 
дихотомического шума I(t).

Марковские свойства процесса 
позволяют записать кинетическое уравнение для 

, сохранив форму уравнения (9), 
но с заменой  выражением, которое 
следует из (5).

Переменные в этом уравнении разделяются:
,

. 
(10)

и получаем

(11)

,

(12)
Здесь С1, С2 – const,

,

Постоянные C1 и C2 вычисляются из начальных 
условий и условия нормировки. Проделав соот-
ветствующие выкладки, находим C1 = C2 = 1.

Система (11) дает обобщение основного кине-
тического уравнения (2) на немарковскую модель 
процесса I(t), что расширяет возможности его при-
менения. Коэффициенты Av,μ  могут отличаться от 
принятых в разделе 2. В других работах, связанных 
с параметрическими флуктуациями в виде дихото-
мического шума, система (11) не встречается.

Интерес представляет не совместная вероят-
ность для переменных x, y и флуктуирующего 
параметра, а плотность вероятности только пере-
менных x, y.

Очевидно, что

  (13)
Из (10), (12) находим

            (14)
Таким образом, эволюция плотности вероят-

ности  плотностью определена 
уравнениями (11), (12), что позволяет перейти к 
вычислению моментов фазовых координат.

3. Уравнения для первых моментов 

фазовых координат 

Зафиксировав уровень +1, определим част-
ное среднее обычным способом:

Из (10), (14) находим 

где  задаётся моделью дихотомического шума.
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Умножая первое уравнение системы (11) 
на x и интегрируя по x и y в пределах , 
получаем уравнение для . Умножая это 

же уравнение на y и опять интегрируя по x и y 
в пределах , получаем уравнение для 

. После таких операций имеем

(15)
,

,

Таким же образом из второго уравнения 
системы (11) определяется эволюция ,

.

В случае равновероятного старта процесса 
I(t) из состояний ±1, начальное условие для 

 выглядит следующим образом:

где

(16)

Аналогично 
 
 и, прини-

мая 
Применим к (15) преобразование Лапласа с 

параметром s↔ t и запишем всю систему для пер-
вых моментов в полном виде с учётом , 

 и начальных условий (18):

(17)

Так как τ± есть уровень времени, который 
не могут превышать значения положительных 
случайных величин ε±, то события ε±< 0 счита-
ются невозможными и .
Если ε± = 0, процесс I(t) в этот момент времени 
скачком переходит из одного состояния в дру-
гое, события I(t) = +1 или I(t) = −1 также счи-
таются невозможными и .
Соответственно, , что 
даёт . Аналогично имеем 

. Таким образом, гранич-

ные условия для системы (17) определены и мож-
но перейти к её решению. Система (17) является 
универсальной, так как позволяет вычислять 
первые моменты фазовых координат в случае раз-
личных функций , т.е. различных моделей 
дихотомического шума.

4. Первый момент фазовой координаты 

в случае дихотомического шума с функциями 

распределения частного вида 

Выделим в функциях распределения  
и  постоянную составляющую, это будет 

О. Л. Сироткин. Режимы колебаний линейного осциллятора
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единица, и зависящую от времени – остальные 
слагаемые. Подставляя в первые два уравнения 

системы (17) , представим её 
в следующем виде:

 (18)

и, следуя принципу суперпозиции,

 (19)

С целью не загружать текст формулами 
выкладки приводятся для систем (18) и (19), 
а для случая  даются сразу 

конечные результаты. Алгоритм вычислений 
не меняется. Частное решение системы (18)
есть

(20),

где ,

.

Одно из частных решений системы (17), записанное для  без учёта функции , есть

(21),

где   

Конечный результат, т.е. момент  до-
полнительных переменных τ+, τ− не содержит. 
Сл а г а е мы е  с   
убираются и в (20), (21) остаются только два 
первых члена. Далее будет показано, как это 

получается. Подставляя в первые два слагаемых 
формул (20), (21) значения , , , ,
выраженные через , находим 

:

. (22)

Очевидно, что момент  не замкнут, так как 
содержит пока неизвестные . 
Рассмотрим способ вычисления этих неиз-
вестных.

Следуя изложенной в данном разделе ме-
тодике, из (11), (12) выводим уравнения и для 

, , , ...

5. Преобразование момента  

к замкнутому виду на примере 

марковской модели осциллятора

Теперь необходимо задать , ,
т.е. выбрать модель дихотомического шума. 
В  марковском  варианте   и 

 – симметричный телеграфный 
сигнал. Далее аргумент s при параметрах λ1, … , λ4 
опускается. Частное решение системы (19) есть

. 
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и полностью для =   с  ,

 имеем

Согласно методу дополнительных пере-
менных здесь следует перейти к .
Чтобы избежать трудностей, имеющих место 
при выполнении этой операции, приравняем к 
нулю коэффициенты, которые стоят множителя-
ми перед , , и получившиеся 
выражения будем рассматривать как уравнения 
относительно . Имеем

          (23)

Ещё два уравнения следуют из 
:

          (24)

где   

. 

Таким образом, одновременно устраняется 
расходимость, обусловленная экспонентами 

, , и вычисляются образы 
производных .

В развернутом виде из (23), (24) получаем

 (25)

Итак, все значения  определяются 
только параметрами осциллятора и управляюще-

го процесса I(t). Подставим в (22) решения систе-
мы (25), которые находятся по правилу Крамера:

(26)

Здесь ∆ – определитель системы (25), ∆i – 
определители, получающиеся из ∆ заменой 
i-го столбца на столбец свободных членов, i = 
= 1, … , 4. 

Примененный здесь способ получения зам-

кнутого выражения для первого момента  
в других работах не встречается.

Проделав простые выкладки, связанные с вы-
числением ∆ и ∆i согласно (25), можно убедиться 
в том, что из (26) следует:

Это выражение совпадает с образом по 
Лапласу первого момента фазовой коорди-
наты линейного осциллятора, полученное 
в [5].

Таким образом, две различные модели дают 
одинаковый результат, поскольку марковские про-
цессы являются частным случаем немарковских 
процессов.

О. Л. Сироткин. Режимы колебаний линейного осциллятора
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7. Колебания гармонического осциллятора, 

индуцированные немарковским 

дихотомическим шумом

Колебания гармонического осциллятора, 
частота которого промодулирована марковским 
дихотомическим шумом, могут только затухать 
[5]. В этом случае функция распределения времен 
жизни процесса I(t) в состояниях ±1 задаётся экс-

поненциальным законом: . 
Несимметричная модель I(t) также дает затуха-
ющие колебания.

Рассмотрим влияние на первый момент фа-
зовой координаты  гармонического осцил-
лятора немарковского дихотомического шума, 
имеющего различные функции распределения 
времен жизни на уровнях ±1.

Модель № 1:

(27)

где , . Если  
немарковский процесс I (t) переходит в марковский.

Вычисление первого момента  прово-
дится по методике разделов 5 и 6. Теперь 

и  определяются из видоизмененной системы (25):

(28) .

Здесь принималось , ,

,

.

,

,

Все остальные параметры те же, что и для си-
стемы (25).

Полученные  после  решения  системы 
(28) значения , …,  подставляют-

ся в формулу (22), что дает образ . Для 
нахождения оригинала  параметры ос-
циллятора зададим в числах. Будем считать, 
что

Далее размерности не приводятся с целью полу-
чения компактной записи формул. С этими па-

раметрами, после разложения  на простые 
дроби находим:

(29)

Здесь все слагаемые, за исключением первых 
двух, есть дробные (рациональные) функции, 
знаменатели которых представляют собой ква-
дратные трехчлены. Приравнивая нулю эти зна-
менатели, получаем уравнения, корни которых 

имеют отрицательные действительные части, что 
в области оригиналов соответствует затухающим 
колебаниям.

Оригиналы первых двух слагаемых легко 
вычисляются, и мы имеем:

Из (29) следует, что работа осциллятора пере-
ходит в режим биений (рис. 1), который явля-
ется результатом сложения колебаний  и 

 отсутствует в детерминированном слу-

чае, т.е. когда α = 0. Если α = 0, из (9) или (22)
находим

.
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Пусть α = 0.9, а все остальные параметры оста-
лись без изменений. В этом случае

Здесь режим биений выражен слабо (рис. 2), 
но, по крайней мере, затухания колебаний, как в 
марковском варианте задачи, нет.

t
Рис. 1. Незатухающие биения амплитуды колебаний 
линейного осциллятора с параметрами модели № 1 

Fig. 1. Sustained amplitude beatings of a linear oscillator 
featuring parameters of the no. 1 simulation

Рис. 2. Незатухающие колебания конечной амплитуды 
линейного осциллятора 

Fig. 2. Sustained oscillations of the fi nite amplitude of a 
linear oscillator

t

Модель № 2:

, ;

.
Здесь принимается ω0 = 1 Гц; γ = 0.5 Гц; α = 0.2;   
γ1 = 0.02 Гц;  = 0.5; x0 = 1 B.

Все вычисления аналогичны тем, которые 
проводились в случае модели № 1. Имеем 

 = 0.256 ∙ cos (0.894t) + 0.198 ∙ cos (1.095t) + 
+ 0.070 ∙ sin (0.894t) + 0.092 ∙ sin (1.095t). 
График колебаний показан на рис. 3.

t

Модель № 3:

;

,

.

Здесь ω0 = 1 Гц; γ = 0.5 Гц; α = 0.1; γ2 = 0.06 Гц; 
 = 0.7; x0 = 1 B; γ3 = 0.059 Гц; D2 = 0.7; D3 = 0.5. 
Следуя методике вычислений, принятой для 

модели № 1, находим:

 = 0.054 ∙ cos (0.948t) + 0.094 ∙ cos(1.049t) + 
+ 0.079 ∙ sin (0.948t) + 0.076 ∙ sin (1.049t). 

График колебаний показан на рис. 4.

Рис. 3. Амплитудно-модулированные колебания линей-
ного осциллятора с параметрами модели № 2 

Fig. 3. Amplitude-modulated oscillations of a linear oscillator 
featuring parameters of the no. 2 simulation

Рис. 4. Амплитудно-модулированные колебания линей-
ного осциллятора с параметрами модели № 3

Fig. 4. Amplitude-modulated oscillations of a linear oscillator 
featuring parameters of the no. 3 simulation

t

Известно, что внешний гауссовский белый 
шум приводит к уходу нелинейной системы в 
состояние, не имеющее детерминированного 
аналога [6]. Например, это модель Ферхюльста. 
В нашем случае такое явление имеет место для 
линейной системы, но с немарковским внешним 
шумом.

О. Л. Сироткин. Режимы колебаний линейного осциллятора
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8. Области применения

Метод дополнительных переменных позво-
ляет исследовать возмущённое движение дина-
мических систем, обусловленное различными 
моделями параметрических флуктуаций в виде 
дихотомического шума. Например, функции рас-
пределения времён жизни процесса I(t) в состоя-
ниях ±1 задаются суммой взвешенных экспонент, 
равномерным распределением, распределением 
Эрланга или их комбинацией.

Известен комплексный осциллятор, стоха-
стическое уравнение движения которого есть 

 [1]. Здесь точка над 
x(t) означает производную по времени. В мар-
ковском варианте дихотомического шума первый 
момент  дан в монографии [1]. Немарковская 
модель I(t) предлагалась в [7], однако  в слу-
чае различных функций распределения времён 
жизни процесса I(t) в состояниях ±1 не вычис-
лялся. При помощи метода дополнительных пере-
менных решить такую задачу достаточно просто.

Для определения первых моментов фазовых 
координат динамических систем, эволюция ко-
торых описывается стохастическим линейным 
дифференциальным уравнением первого порядка, 
существует известное уравнение Дайсона [8]. 
В этом случае не надо делать предположений о 
дельта-коррелированности, гауссовости, марко-
вости параметрических флуктуаций. Собственно 
стохастическое дифференциальное уравнение, из 
которого следует уравнение Дайсона для , по 
крайней мере, как это дано в [8], имеет первый 
порядок.

Метод дополнительных переменных позво-
ляет рассматривать стохастические дифференци-
альные уравнения более высокого порядка, чем 
первый, и не ограничиваться двумя состояниями 
дихотомического шума. Вычислять корреля-
ционную функцию, как это требуется в случае 
уравнения Дайсона, здесь не надо.

Считается [6], что методы работы с не-
марковскими процессам того типа, который 
встречается в приложениях, разработаны пока 
недостаточно. Следует отметить монографию 
[9] и статьи [10, 11], в которых предлагается 
вместо операторов дифференцирования ис-
пользовать интегральные операторы. В случае 
дихотомического шума такой подход не целе-
сообразен, так как для процесса с дискретными 
состояниями удобно ввести дополнительные 
переменные – свои на каждом уровне, , что 
дает возможность работать с немарковским про-
цессом, оставаясь в рамках дифференциальных 
уравнений, имеющих аналитическое решение. 
Процедура решения интегральных уравнений 
для прикладных задач представляется доста-
точно сложной.

Выводы

1. Метод дополнительных переменных сво-
дит немарковский дихотомический шум к мар-
ковскому, что позволяет в расширенном фазовом 
пространстве получить уравнения относительно 
плотностей вероятности двумерного процесса 
P(V(t), I (t, τ+, τ−)), из которых следуют замкну-
тые аналитические выражения для моментов 
фазовых координат линейного гармонического 
осциллятора.

2. Сравнение результатов вычислений мар-
ковским методом и через дополнительные пере-
менные показало их совпадение.

3. Параметрические флуктуации, моделиру-
емые немарковским дихотомическим шумом с 
функциями распределения времен его жизни на 
уровнях ±1 в виде суммы двух экспонент, инду-
цируют колебания гармонического осциллятора 
в режиме биений.

4. Метод описания немарковских процессов 
при помощи линейных интегральных преобразо-
ваний не используется.

Приложение
Рассмотрим вычисление P±(t) для немарковского процесса I(t). С этой целью будем использовать 

метод дополнительных переменных [3]. Конкретизируем модель I(t). Пусть функция распределения 
времени жизни I(t) в состоянии (+1) есть te 11  , а в состоянии (−1) она произвольная. Выберем в 
качестве дополнительной переменной остаточное время жизни в состоянии (−1) от момента времени 
t до момента перехода в состояние (+1). Обозначим это остаточное время через ε и τ−  обозначим 
как ζ. Представим вероятности P(I(t+Δt)=−1; ε(t+Δt)<ζ), Р((I(t+Δt)=+1) через их распределение в 
момент t и вероятности переходов за интервал [t, t+Δt]:

P(I(t+Δt) = −1; ε (t+Δt) < ζ) = P(I(t)= −1; ε(t) < ζ+Δt) − P(I(t)= −1; ε(t) < Δt) + α1·Δt·P(I(t) = +1);
P(I(t+Δt) = +1) = (1 − α1Δt) P(I (t)=+1) + P(I(t) = −1; ε(t) < Δt) · P(ε(t) < ζ).
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В более удобной форме записи это есть
P-1(ζ, t +Δt) = P-1(ζ +Δt, t) – P-1(Δt, t) + α1Δt ·P+1(t),     P+1(t +Δt) = (1 − α1Δt)·P+1(t) + P-1(Δt, t)·F(ζ).

Упростим индексацию и вместо ±1 будем писать только ±. Здесь F(ζ)=P(ε(t) < ζ) – функция рас-
пределения времени жизни I(t) в (−1). В состоянии (+1) вводить дополнительную переменную не 
надо. Используя разложение в ряд Тейлора и условие P-(0, t) = 0, т.е.

),(),(),( tPttPttP ,    0|).(),( tPtttP ,

приходим при Δt→0 к системе дифференциальных уравнений
 

01

01

|),(),(),(),(

,|),()(),(),(

tPtPtPtP
t

tPFtPtP
t

с граничными условиями
P+(0, t) = P-(0, t) = 0, 
P+(∞, t) + P-(∞, t) = 1.

Искомые вероятности P±(t) получаются как маргинальные: P±(t) = P±(∞, t).
Достаточно просто проверить правильность системы (1П). Если F(ζ) = = 21  e , то её решения 

с граничными условиями P+(∞, 0) = p0; P-(∞, 0) = = 1-p0 есть 
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Что при ζ→∞ даёт хорошо известные из марковской модели вероятности состояний P±(t). Заметим, 
что переменные ζ и t в (2П) разделились.

Аналогичным образом выводятся уравнения Колмогорова в случае произвольной функции рас-
пределения времени жизни процесса I(t) в состоянии +1.

(1П)

(2П)
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