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Аннотация. Одной из эффективных разновидностей ячеек для хранения квантовой ин-
формации является частица в двухуровневой квантовой яме. В такой системе нетрудно 
приготовить любое суперпозиционное состояние двух стационарных состояний – ку-
бита, используя осцилляции Раби между этими состояниями при наложении импульса 
внешнего поля соответствующей длительности. При этом стандартное считывание ку-
бита производится многократными актами редукции в ансамбле к одному из стацио-
нарных состояний с вероятностями, определяемыми коэффициентами суперпозиции, 
либо селективным непрерывным измерением. В настоящей работе выполнено числен-
ное моделирование волновой функции кубита на двух нижних уровнях прямоугольной 
ямы большой глубины. Показано, что для считывания кубита после вероятностного 
отбора стационарного состояния теоретически возможна схема быстрой непрерывной 
редукции к этому состоянию с неединичной нормировкой, определяющей вероятности 
базисных состояний. Такое считывание могло бы послужить дополнением к стандартным 
схемам измерения.
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Abstract. Background and Objectives: There are known Rabi oscillations between the basic 
states of a two-level system, and the preparation of any qubit states is possible using these oscilla-
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tions. There are several ways to readout qubits. It can be the strong random projective measurement, the weak continuous selective measurement, 
even the non-demolition readout of the qubit by a measurement of the ancillary qubit. Another qubit readout scheme is proposed in this article. 
Methods: The non-stationary Schrodinger equation is solved numerically by the finite element method to simulate the preparation and the read-
out of the qubit. Two levels near the bottom of the one-dimensional rectangle potential well are considered as a qubit. The Rabi oscillations and 
time-averaging Fourier-type integrals are calculated. Results and Conclusion: It is shown that there is also another way to read out the state 
of a qubit. After preparing the superposition state by the Rabi oscillations the external field must be turned off so that the prepared state can be 
measured. The first step of measurement is a random choice of the basic state to which the reduction leads. Then there is an instant projective 
reduction or continuous selective reduction. The presence of only two levels in a qubit system makes it possible to propose a scheme for effective 
control over continuous reduction. The measurement scheme is proposed in which continuous reduction to the basis wave function occurs over 
a period at the Bohr transition frequency and for a multiple of this period.
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Введение

Изменение волновой функции квантовой си-
стемы происходит эволюционно в соответствии 
с уравнением Шредингера, либо вероятностной 
мгновенной редукцией к одной из собственных 
(базисных) функций оператора измеряемой ве-
личины при «сильных» измерениях [1–4], либо 
вероятностной, но непрерывной во времени 
редукцией, вызываемой «слабыми» измерени-
ями [2, 5, 6]. Уравнение Шредингера позволяет 
проследить за непрерывным изменением между 
актами выбора базисного состояния, причем 
сильное измерение, согласно проективному 
постулату, вызывает мгновенный случайный 
переход в собственное стационарное состояние, 
доступное регистрации классическим прибором. 
Переход в собственное состояние совершается с 
вероятностью, определяемой квадратом модуля 
амплитуды вероятности перехода – скалярного 
произведения векторов конечного и исходного 
состояний. Такие проективные стандартные 
измерения позволяют охарактеризовать из-
меряемое состояние вероятностями переходов 
в базисные состояния и найти их после изме-
рений в ансамбле одинаково приготовленных 
в этом состоянии квантовых систем. При этом 
определенного состояния после измерения не 
существует и измерение не селективно. Другие 
возможности возникают, если взаимодействие 
с измерительным прибором недостаточно для 
мгновенной редукции. В этом случае измери-
тельные эффекты появляются при повторных 
измерениях через малые промежутки времени, в 
пределе – непрерывном измерении. Достаточно 
сильное взаимодействие и большая частота по-
вторных измерений вызывают эффект Зенона – за-
мораживание системы в исходном состоянии [2, 
5]. При умеренном взаимодействии с прибором 
в селективной схеме измерений оказывается воз-

можным осуществить мониторинг квантового 
перехода [5, 6]. С другой стороны, используя 
квантовые корреляции в паре систем в запутан-
ном состоянии, можно реализовать невозмущаю-
щее измерение одной из систем путем обычного 
измерения другой системы.

Этим общим квантовым законам движения 
и измерений, безусловно, подчиняются и волно-
вые функции двухуровневой системы, состояния 
которой могут служить единицей квантовой 
информации – кубитом [7, 8]. Замечательной 
особенностью кубита являются его осцилляции 
между базисными стационарными состояниями 
под воздействием внешнего поля в резонанс с 
частотой перехода – осцилляции Раби [5–8]. Это 
означает, что за один период осцилляций кубит 
проходит через каждое из двух стационарных 
состояний с вероятностью единица, т.е. после 
выключения поля может быть измерен в этом 
состоянии классическим прибором. Подбирая 
длительность управляющего импульса, можно 
приготовить любое из возможных суперпозици-
онных состояний кубита. При этом с помощью 
слабых непрерывных измерений в квантовом 
коридоре энергий возможен мониторинг вероят-
ностей перехода в осцилляциях Раби [5, 6]. 

В данной статье показано, как теоретически 
можно считывать чистое суперпозиционное 
состояние кубита путем измерения с непрерыв-
ной редукцией волновой функции к базисной 
функции.

1. Численное моделирование 

приготовления кубита

Осцилляции Раби, используемые для при-
готовления нужных состояний кубита, являются 
эволюцией, описываемой уравнением Шредин-
гера. Примем нестационарное уравнение Шре-
дингера в виде [9]
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                    (1)

и выберем систему измерения с единичной 
постоянной Планка ħ = 1 и единичной массой 
m = 1, так что гамильтониан частицы в поле с 
потенциалом U(x) равен . 
Решение уравнения (1)

,    (2) 

где TD – хронологическое упорядочивание, 
можно получить численно на временной сетке 
tk = kτ; k = 0,1, ... K; Kτ = t, пользуясь схемой 
Кранка–Николсона [9]

.        (3)

Эти уравнения, преобразованные к слабой фор-
ме, решались в данной работе методом конечных 
элементов [10]. В качестве кубита рассматри-
вались два нижних уровня энергии частицы в 
одномерном прямоугольном ящике – потенци-
альной яме. Энергия  частицы в яме 
определяется волновыми числами, которые при 
большой глубине ямы U даются выражением 

, где L – 
ширина ямы [3]. Этим волновым числам соот-
ветствуют стационарные волновые функции в 
яме с непроницаемыми стенками

.        (4)

При  наложении  внешнего  электриче-
ского  поля  с  энергией  взаимодействия 

 с зарядом e воз-
никают переходы между уровнями 1 и 2 с 
вероятностью быть в состоянии 2, равной 

. Эти осцилляции харак-
теризуются частотой Раби, определяемой ампли-
тудой внешнего поля E0 и матричным элементом 
дипольного момента перехода d21. Используя 
простые выражения (4) для стационарных волно-
вых функций, легко выразить эту частоту через 
амплитуду силы eE0

 и ширину ямы L:

= .                     (5)
Решение уравнения (1) с гамильтонианом 

 показывает, что рассматри-
ваемые переходы являются циклическими и 
два нижних уровня глубокой прямоугольной 
ямы служат хорошо изолированным от других 
переходов кубитом. Для реализации только од-
ного перехода между двумя уровнями системы 
пригодна не только частица в прямоугольной 
яме, но этот случай выбран из-за простоты 
решения.

На рис. 1 показаны полученные в расчетах 
плотности вероятности координат частицы к 
моментам времени, равным четверти перио-
да, половине периода осцилляций Раби (π/2 и 
π импульсы) и периоду Tosc. Расчеты сделаны 
для силы eE0 = 0.001 с шагом интегрирования 
τ = 0.005 (2π/E1) на сетке ∆x = L/200. 

Рис. 1. Плотность вероятности при переходе между основным (n = 1) и возбужденным (n = 2) состояниями частицы 
в ящике под воздействием резонансного внешнего поля. Моменты времени t/Tosc = 0, 0.25, 0.5, 1

Fig. 1. Probability density in the transition between the ground state (n = 1) and exited state (n = 2) of a particle in a box 
under the resonance external fi eld. Time moments are t/Tosc = 0, 0.25, 0.5, 1
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Первое, третье и четвертое (слева направо) 
распределения на рисунке соответствуют ста-
ционарным состояниям и не изменяются, если 
в моменты, когда достигнуты эти состояния, 
обнулить силу eE0. Второе распределение пред-
ставляет собой равновероятную суперпозицию 
первого и третьего распределений – базисных со-
стояний кубита, поэтому продолжает изменяться 
после обнуления силы.

2. Численное моделирование считывания кубита

Считывание кубита возможно по разным 
схемам. Это может быть сильное, мгновенное 
вероятностное проектирование к базисным 
состояниям [7, 8], мониторинг перехода путем 
слабого, непрерывного селективного измерения 
в квантовом коридоре для измеряемого состояния 
[5], неразрушающее измерение в запутанной паре 
кубитов [11]. Характерно, что в осцилляциях 
Раби достигаются базисные состояния кубита, 
измеряемые с единичной вероятностью. Пока-
жем, что в измерениях чистых суперпозицион-

ных состояний кубита имеется дополнительная 
возможность в контроле непрерывной редукции 
к базисному состоянию. Рассмотрим сначала 
многоуровневую систему, эволюция которой 
описывается суперпозицией стационарных вол-
новых функций 

.   (6)
Пусть в момент t = 0 внешнее воздействие 

выключается, Cn(t) = Cn и начинается измерение 
энергии, т. е. происходит вероятностный вы-
бор состояния , к которому совершается 
редукция. После этого измерение становится 
селективным и допускает непрерывное тече-
ние, если селекция происходит по временны́м 
частотам . Естественно считать, что 
гармоническая составляющая волновой функции 
на частоте  устанавливается во времени в со-
ответствии с формулой для коэффициента Фурье

. Для среднего 

по времени в течение конечного интервала T 
получим:

(7) . +
Это означает, что процедура 

(8)

приводит в многоуровневой системе к стацио-
нарной волновой функции , умноженной 
на амплитуду вероятности состояния, с тем 
меньшей погрешностью, чем дольше усредне-
ние. Для двухуровневой системы появляется 
дополнительная возможность получить точный 
результат за короткое время. Действительно, в 
сумме (7) остается единственное зависящее от 
времени слагаемое, которое пропорционально 

 и обращается в нуль, если 
время усреднения кратно периоду Ttrn с бо-
ровской частотой перехода  и равно 

,  – целое. 
Таким образом, может быть предложена 

следующая схема селективного измерения ку-
бита. После выключения внешнего воздействия 
и вероятностного выбора базисного состояния 
запускается процесс интегрирования (8), соот-
ветствующий выделению колебаний с часто-
той базисной волновой функции. Усреднение 
за время, кратное «времени перехода» Ttrn, 

приводит к базисной волновой функции с не-
стандартной нормой, равной той вероятности, 
с которой произошел выбор селективного изме-
рения. 

На рис. 2 показаны результаты численного 
моделирования измерения кубита в равнове-
роятной суперпозиции базисных состояний, 
часто применяемой в квантовой информации. 
Характерные периоды времени соотносились как 
Ttrn = 42.4, Tosc = 3488. Первое, второе и четвертое 
(слева направо) распределения, после принятия 
их в качестве начального условия при числен-
ном решении уравнения Шредингера по схеме 
(3), приводят к решениям, изменяющимся во 
времени. Третье распределение не изменяется и 
является тем базисным состоянием, к которому 
приводит измерение кубита с вероятностью, 
равной получившейся норме, в данном случае 
p = 0.5. Следовательно, другое базисное состо-
яние содержалось в измеренном состоянии с 
вероятностью p’ = 1 – p = 0.5.
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Вычисления показали, что осцилляции Раби 
возникают и не затухают, если амплитуда воз-
мущающей периодической силы недостаточна 
для возбуждения других уровней и не превышает 
величины eE0 ≤ 0.01. Это значение на порядок 
выше, чем в случае, представленном на рис. 2,
при этом Ttrn / Tosc ≈ 0.1. Таким образом, для 
режима незатухающих осцилляций Раби необ-
ходимо, чтобы характерное время диссипации 
энергии τ >> Tosc = 10Ttrn было выше на два 
порядка и более, чем период, соответствующий 
боровской частоте перехода.

Изменение нормировки волновой функции 
кубита при моделировании селективного из-
мерения можно интерпретировать следующим 
образом. Измерение начинается с запутывания 
измеряемого состояния  
и состояния прибора  в общее состояние ку-
бит-прибор  [5, 6]. 
В случае селективной редукции к выбранному 
базисному состоянию, которому соответствует 
матрица плотности , 
редуцированными матрицами плотности кубита 
и прибора будут  и . В 
результате такого измерения остается состоя-
ние , в котором состояние кубита 

 не запутано с окружением, а в по-
казании прибора должна отражаться зависимость 
состояния прибора  от модуля ампли-
туды вероятности  редукции кубита к базис-
ному состоянию при неселективном измерении.

Заключение

Суммируем некоторые черты предложенной 
схемы считывания кубита. Предположительно к 
ней применимо положение о том, что для любой 
заданной последовательности состояний можно 
построить непрерывную последовательность 
измерений, заставляющих систему следовать 
через эту последовательность состояний [2]. 
Предложенная схема измерения по существу 
соответствует классической спектроскопии в 
отношении селекции частот и тому, что для 
многих измерений существенно усреднение по 
времени. Можно отметить, что эта схема в целом 
согласуется с типичным свойством увеличения 
точности измерений при увеличении времени 
измерения. Однако в ее рамках имеется до-
полнительная возможность произвести точное 
измерение кубита за период, определяемый 
боровской частотой перехода между базисными 
состояниями кубита. Вероятностный же харак-
тер отбора состояния, к которому совершается 
редукция, имеет принципиальное значение для 
квантовых измерений, в том числе в случае 
непрерывных измерений в квантовых коридо-
рах, так как центры их не определены [5, 6]. 
Величина вероятности редукции к отобранному 
состоянию в предлагаемой схеме определяется 
уменьшенной нормой волновой функции, как и 
в схеме с квантовым коридором [5]. Стоит также 
заметить, что даже неразрушающее считывание 
рабочего кубита в паре запутанных кубитов [11] 
сопровождается разрушающим измерением 
вспомогательного кубита. 

Рис. 2. Плотность вероятности при считывании кубита в возбужденное состояние (n = 2) усреднением по времени. 
Моменты времени t/Ttrn = 0, 0.5, 1.0, 5.5

Fig. 2. Probability density in the readout of the qubit to the exited state (n = 2) using the time averaging. Time moments are 
t/Ttrn = 0, 0.5, 1.0, 5.5

В. И. Цой. Приготовление и считывание кубита на частице в потенциальной яме
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Таким образом, развитие методов считыва-
ния кубита с редукцией к базисному состоянию 
остается важной задачей квантовой информации.
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