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Аннотация. Постановка задачи и цели: Целью настоящей работы является из-
учение влияния шума на обобщенную синхронизацию в однонаправленно связанных 
системах со сложной топологией аттрактора. В качестве объектов исследования рас-
смотрены две модели хаотических систем с двулистной структурой аттрактора в при-
сутствии шума: системы Лоренца и системы Чена. Методы решения: Для диагности-
ки синхронного режима использовались метод расчета спектра показателей Ляпунова 
для связанных систем и метод вспомогательной системы. Результаты: Показано, что 
зависимости порога наступления режима обобщенной синхронизации от интенсив-
ности шума практически не изменяются как для систем Лоренца, так и для систем 
Чена. Заключение: На примере осцилляторов Лоренца и систем Чена установлено, 
что режим обобщенной синхронизации в системах со сложной топологией аттрактора 
оказывается устойчивым по отношению к внешним шумам. Такое поведение систем 
обусловлено слабым влиянием шума на структуру аттракторов взаимодействующих 
систем, что подтверждается построением их фазовых портретов при различных зна-
чениях интенсивности шума.
Ключевые слова: обобщенная синхронизация, метод вспомогательной системы, расчет 
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Abstract. Background and Objectives: The goal of the paper is to study the influence of noise on generalized synchronization in unidirec-
tionally coupled systems with a complex topology of attractor. As the systems under study, two models of chaotic systems with two-sheeted 
topologies of attractors such as Lorenz and Chen systems are considered. Materials and Methods: For the synchronous regime detection 
the method of calculating the spectrum of Lyapunov exponents for coupled systems and the auxiliary system approach are used. Results: 

It has been shown that the dependences of the threshold for the onset of the generalized synchronization regime on the noise intensity do 
not practically change both for Lorenz and Chen systems. Conclusion: Using the examples of Lorenz oscillators and Chen systems we have 
found that the generalized synchronization regime in systems with a complex topology of attractor is stable to external noise. This behavior of 
systems is determined by the weak influence of noise on the structure of attractors of interacting systems, which is confirmed by constructing 
their phase portraits for different values of the noise intensity.
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Введение

Исследование синхронизации связанных хао-
тических динамических систем является одним из 
актуальных направлений нелинейной динамики, 
привлекающим большое внимание современных 
ученых [1–4]. Интерес к данному явлению связан 
как с большим фундаментальным значением его 
исследования, так и с широким практическим 
применением, например для передачи инфор-
мации [5–7], диагностики динамики некоторых 
биологических систем [8], контроля хаоса в СВЧ 
системах [9] и др.

На данный момент известны такие типы 
синхронизации, как фазовая синхронизация [10], 
полная синхронизация [11,12], синхронизация 
с запаздыванием [13], обобщённая синхрониза-
ция [14] и др. Одним из наиболее интересных 
и наименее изученных из них является режим 
обобщенной синхронизации.

Важным вопросом при изучении поведения 
связанных хаотических систем является влияние 
шума на установление синхронных режимов. 
Наличие шума при функционировании реальных 
систем неизбежно, при этом сам шум может 
оказывать как конструктивное, так и деструк-
тивное влияние на поведение систем [15, 16]. В 
частности, известно, что в системах с достаточно 

простой топологией аттрактора режим обобщен-
ной синхронизации оказывается, как правило, 
устойчивым по отношению к шумам [17], что 
делает возможным его применение при скрытой 
передаче информации по каналам связи с высо-
ким уровнем шума [18]. 

На данный момент влияние шума на обоб-
щенную синхронизацию изучено достаточно 
хорошо только в системах с относительно про-
стой топологией аттрактора, как, например, у 
систем Ресслера [17]. Однако наряду с «про-
стыми» системами достаточно широко распро-
странены системы с так называемой сложной 
(двулистной) структурой аттрактора. Фазовое 
пространство таких систем состоит из двух раз-
личных подпространств W1,2, имеющих малую 
общую область W0, внутри которой фазовые 
траектории могут переходить из подпростран-
ства W1 в подпространство W2 и наоборот [19]. 
К системам с двулистной структурой аттрактора 
относятся, например, такие классические моде-
ли как осцилляторы Лоренца, широко известные 
в метеорологии, или радиотехнические генера-
торы Чуа. При определенном выборе значений 
управляющих параметров фазовые траектории 
таких систем как будто переходят с одного листа 
хаотического аттрактора на другой, фактически 
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описывая двойную петлю на фазовой плоскости. 
Понятно, что специфика таких систем может 
привести к изменению механизмов возник-
новения синхронных режимов, в частности, 
обобщенной синхронизации, по сравнению со 
случаем систем с достаточно простой тополо-
гией аттрактора, а отличия в этих механизмах, 
в свою очередь, могут привести к отличиям в 
поведении систем в присутствии шума. Вли-
яние шума на обобщенную синхронизацию в 
системах со сложной топологией аттрактора до 
настоящего времени не изучено. Хотя исполь-
зование именно таких систем может повысить 
конфиденциальность передачи информации 
при использовании режима обобщенной син-
хронизации в системах скрытой коммуникации. 
Исследованию влияния шума на установление 
обобщенной синхронизации в таких системах 
посвящена настоящая работа.

1. Обобщенная синхронизация

Режим обобщенной синхронизации традици-
онно рассматривается при моделировании систе-
мы двух однонаправленно связанных хаотических 
осцилляторов и означает, что после завершения 
переходного процесса устанавливается функцио-
нальная зависимость y = F[x] между состояниями 
ведущей системы «x» и ведомой систем «y» [14, 
20]. Вид этой зависимости может быть сложным и 
зачастую не может быть найден. Стоит учитывать, 
что в качестве взаимодействующих осцилляторов 
могут выступать две разные динамические си-
стемы, в том числе и с различной размерностью 
фазового пространства.

Существуют несколько методов диагностики 
режима обобщенной синхронизации. Один из 
наиболее удобных и точных методов диагности-
ки этого режима – это метод вспомогательной 
системы [21]. Согласно этому методу наряду с ве-
домой системой y рассматривается идентичная ей 
вспомогательная система ya. Начальные условия 
для вспомогательной системы ya(0) выбираются 
отличными от начального состояния ведомой 
системы y(0), однако лежащими в бассейне при-
тяжения того же аттрактора. 

При отсутствии режима обобщенной синхро-
низации между взаимодействующими системами 
векторы состояний ведомой y и вспомогательной 
ya систем принадлежат одному и тому же хаоти-
ческому аттрактору, но в общем случае являются 
различными. В режиме обобщенной синхрони-
зации в силу выполнения соотношений y = F[x] 
и, соответственно, ya = F[x] после завершения 

переходного процесса состояния ведомой и вспо-
могательной систем должны стать идентичными 
y = ya, что является критерием наличия обобщен-
ной синхронизации между ведущим и ведомым 
осцилляторами.

Другим методом является расчет услов-
ных показателей Ляпунова [20]. Данный метод 
удобно использовать в совокупности с методом 
вспомогательной системы. Для начала предпо-
ложим, что размерности фазовых пространств 
взаимодействующих ведущей и ведомой систем 
равны Nx и Ny соответственно. Тогда поведение 
однонаправленно связанных хаотических си-
стем может быть охарактеризовано при помощи 
Nx + Ny показателей Ляпунова. В случае если 
поведение ведущей системы не зависит от силы 
связи с ведомой системой (в силу однонаправ-
ленного характера связи), спектр показателей 
Ляпунова для исследуемой системы может быть 
разделен на две части: показатели Ляпунова 
ведущей системы  ≥ ... ≥  и условные по-

казатели Ляпунова  ≥ ... ≥ . Критерием 
существования обобщенной синхронизации в 
однонаправленно связанных системах является 
отрицательность старшего условного показате-
ля Ляпунова.

2. Исследуемые системы

В качестве объектов исследования выбраны 
однонаправленно связанные системы Лоренца 
и однонаправленно связанные системы Чена. 
Динамика однонаправленно связанных систем 
Лоренца описывается следующей системой 
уравнений:

      (1)

где x1,2 = (x1,2, y1,2, z1,2) – векторы состояний 
взаимодействующих ведущей и ведомой систем 
соответственно, σ = 10, b = 2, r1 = 40 и r2 = 35 –
управляющие параметры, ε – параметр связи, 
D – интенсивность шума,  – белый гауссов шум, 

, ,  i, j. 
Уравнения однонаправленно связанных 

систем Чена [22] являются модификацией урав-
нений систем Лоренца и записываются в следу-
ющем виде:
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(2)

где a = 35, b = 4.9, c = 25, d = 5, e = 35, k1 = 190, 
k2 = 110 – управляющие параметры, ε – параметр 
связи, слагаемое Dζ соответствует источнику 
шума с теми же характеристиками, что и для 
системы (1). Управляющие параметры k1 и k2 
подобраны таким образом, что первая система 
находится в хаотическом режиме, а вторая систе-
ма – в режиме гиперхаоса. 

Решение систем (1) и (2) осуществлялось 
численно при помощи метода Рунге – Кутты 
4-го порядка, адаптированного для стохасти-
ческих дифференциальных уравнений [23] с 
шагом h = 0.001. Для определения наступления 
режима обобщенной синхронизации в системах 
(1) и (2) использовались метод вспомогательной 
системы и расчет спектра показателей Ляпунова, 

описанные в разделе 1. При этом ведомые и вспо-
могательные системы из (1) и (2) подвергались 
одному и тому же шумовому воздействию. 

3. Результаты исследования

На рис. 1 приведено сравнение границ 
обобщенной синхронизации, полученных с по-
мощью метода расчета показателей Ляпунова 
и методом вспомогательной системы, для двух 
однонаправленно связанных систем Лоренца 
(1). Видно, что при относительно малых зна-
чениях интенсивности шума, сопоставимых с 
амплитудой собственных колебаний системы 
Лоренца и даже немного превышающих ее, 
порог обобщенной синхронизации практически 
не меняется, а также что оба метода демон-
стрируют схожий результат. При этом граница 
обобщенной синхронизации, диагностируемая 
при помощи расчета спектра показателей Ля-
пунова, в ряде случаев лежит несколько ниже 
аналогичной границы, полученный с исполь-
зованием метода всп  омогательной системы, 
что обусловлено наличием перемежающегося 
поведения вблизи границы возникновения син-
хронного режима [24].

Рис. 1. Сравнение зависимостей порога возникновения режима обобщенной 
синхронизации в двух однонаправленно связанных системах Лоренца от 
интенсивности шума, полученных методом расчета показателей Ляпунова 

(сплошная линия) и методом вспомогательной системы (пунктир)
Fig. 1. Comparison of the dependencies of the threshold for the generalized 
synchronization regime onset in two unidirectionally coupled Lorenz systems 
on the noise intensity, obtained by the method for calculation of Lyapunov 
exponents (solid line) and by the method of the auxiliary system (dotted line)

Также были построены зависимости порога 
возникновения режима обобщенной синхро-
низации в двух однонаправленно связанных 
системах Лоренца от интенсивности шума при 
различных з  начениях управляющих параме-
тров, полученные при помощи метода вспомо-

гательной системы. Из рис. 2  видно, что порог 
обобщенной синхронизации практически не 
меняется. Иными словами, режим обобщенной 
синхронизации в связ анных системах Лоренца 
(1) оказывается устойчивым по отношению к 
шумам.
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Для пояснения такого поведения границы 
обобщенной синхронизации на рис. 3 приведены 
зависимости старшего условного показателя Ля-

Рис. 2. Зависимости порога возникновения режима обобщенной 
синхронизации в двух однонаправленно связанных системах Лорен-
ца, полученные при помощи метода вспомогательной системы, от 
интенсивности шума при управляющих параметрах: ● – r1=40, r2=35; 

□ – r1=40, r2 = 45; * – r1 = 40, r2 = 50
Fig. 2. Dependencies of the threshold of the generalized synchronization 
regime onset in two unidirectionally coupled Lorenz systems on the noise 
intensity obtained by means of the auxiliary system approach for the control 
parameter values: ● – r1=40, r2=35; □ – r1=40, r2 = 45; * – r1 = 40, r2 = 50

пунова  от параметра связи ε для различных 
значений интенсивности шумового воздействия 
D, а также показаны фазовые портреты ведомой 

Рис. 3. Зависимости старшего условного показателя Ляпунова  от параметра связи 
ε при различных значениях интенсивности шумового воздействия (а) и фазовые пор-
треты ведомой системы Лоренца (1) при тех же значениях интенсивности шума (б–г): 
D = 0 – сплошная линия (б), D = 2 – штриховая линия (в), D = 8 – штрихпунктирная ли-
ния (г). Значение параметра связи, соответствующее порогу возникновения обобщенной 

синхронизации в отсутствие шума, показано стрелкой
Fig. 3. Dependencies of the maximal conditional Lyapunov exponent  on the coupling 
parameter ε for different values of the noise intensity (a) and phase portraits of the response 
Lorenz system (1) for the same values of the noise intensity (b–d): D = 0 – solid line (b), 
D = 2 – dashed line (с), D = 8 – dash-dotted line (d). The coupling parameter value corre-
sponding to the generalized synchronization regime onset without nois e is shown by the arrow

а/a

б/b в/c г/d
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системы Лоренца при тех же значениях D. Вид-
но, что независимо от интенсивности шума при 
увеличении параметра связи старший условный 
показатель Ляпунова переходит в облас ть отри-
цательных значений, что и соответствует порогу 
установления обобщенной синхронизации в ис-
следуемой системе. При этом при относительно 
малом значении интенсивности шума (D = 2) 
старший условный показатель Ляпунова прак-
тически в точности совпадает с аналогичным 
показателем, рассчитанным для той же системы 
в отсутствие шума. При относительно больших 
значениях интенсивно  сти шума (D = 8) пока-
затель Ляпунова переходит в область отрица-
тельных значений чуть позже, что и приводит 
к незначительному росту порогового значения 
установления синхронного режима. 

Если рассмотреть фазовые портреты, то 
на рис. 2, б–г можно наблюдать, как транс-
формируется аттрактор ведомой системы при 
добавлении шума различной интенсивности. 
Видно, что внешнее шумовое воздействие при-

водит к зашумлению аттрактора, но при этом не 
нарушает его двулистную структуру. 

Таким образом, режим обобщённой синхро-
низации в однонаправлен но связанных осцил-
ляторах Лоренца оказывается устойчивым по 
отношению к шумам.

Для однонаправленно связанных систем 
Чена также при помощи метода вспомогательной 
системы были получены зависимости порога 
возникновения режима обобщенной синхрон и-
зации от интенсивности шума при различных 
значениях управляющих параметров. На рис. 4 
приведены зависимости порога возникновения 
режима обобщенной хаотической синхрониза-
ции от интенсивности шума для трех различных 
значений управл яющего параметра k1 при фик-
сированных значениях остальных управляющих 
параметров. Легко увидеть, что при различных 
значениях управляющего параметра k1 границы 
возникновения режима обобщенной синхрони-
зации практически не зависят от интенсивности 
шума D  [0;120]. 

Рис. 4. Зависимости порога возникновения режима обобщенной синхро-
низации в двух однонаправленно связанных системах Чена от интенсив-
ности шума, полученные при помощи метода вспомогательной системы, 
при следующих значениях управляющих параметров: ● – k1 =190, k2 = 110; 

□ – k1 = 240, k2 =110; * – k1 = 310, k2 = 110
Fig. 4. Dependencies of the threshold of the generalized synchronization regime 
onset in two unidirectionally coupled Chen systems on the noise intensity obtained 
by means of the auxiliary system approach for the following control parameter 

values: ● – k1 =190, k2 =110; □ – k1 = 240, k2 =110; * – k1 = 310, k2 = 110

Устойчивость режима обобщенной син-
хронизации в двух однонаправленно связанных 
системах Чена по отношению к шумам обуслов-
лена также слабым влиянием шума на поведе-
ние старшего условного показателя Ляпунова 
и структуру аттрактора ведомой системы. На 
рис. 5 по аналогии с рис. 3 приведены зависи-
мости двух старших условных показателей Ля-

пунова от параметра связи и фазовые портреты 
ведомой системы Чена при различных значениях 
интенсивности шумового воздействия. Видно, 
что, как и в системах Лоренца, при относитель-
но слабых значениях интенсивности шумового 
воздействия показатели Ляпунова практически 
не отличаются от аналогичных показателей в 
отсутствие шума. Увеличение интенсивности 
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шумового сигнала приводит к небольшим изме-
нениям показателей Ляпунова, но переход стар-
шего условного показателя Ляпунова в область 
отрицательных значений происходит практически 

при том же значении параметра связи, что и в 
отсутствие шума или при наличии шума слабой 
интенсивности. При этом двулистная структура 
аттрактора во всех случаях также не разрушается.

Рис. 5. Зависимости двух старших условных показателей Ляпунова  от параметра 
связи ε при различных значениях интенсивности шумового воздействия (а) и фазовые 
портреты ведомой системы Чена (2) при тех же значениях интенсивности шума (б–г): 
D = 0 – сплошная линия (б), D = 10 – штриховая линия (в), D = 100 – штрихпунктирная 
линия (г). Значение параметра связи, соответствующее порогу возникновения обобщен-

ной синхронизации в отсутствие шума, показано стрелкой
Fig. 5. Dependencies of two maximal conditional Lyapunov exponent  on the cou-
pling parameter ε for different values of the noise intensity (a) and phase portraits of the 
response Chen system (2) for the same values of the noise intensity (b–d): D = 0 – solid 
line (b), D = 10 – dashed line (с), D = 100 – dash-dotted line (d). The coupling parameter 
value corresponding to the generalized synchronization regime onset without noise is 

shown by the arrow

а/a

б/b в/c г/d

Таким образом, в рассмотренных однона-
правленно связанных осцилляторах Чена режим 
обобщённой синхронизации оказывается также 
устойчивым по отношению к шумам.

Заключение

В настоящей работе было проанализировано 
влияние шума на режим обобщенной синхрони-
зации в однонаправленно связанных системах со 
сложной (двулистной) топологией аттрактора. 
С помощью метода вспомогательной системы и 
расчета показателей Ляпунова установлено, что 
однонаправленно связанные системы Лоренца и 
однонаправленно связанные системы Чена ока-
зываются устойчивыми к внешнему шумовому 

воздействию. Показано, что значения порога 
обобщенной синхронизации практически не из-
меняются с ростом интенсивности шума как для 
систем Лоренца, так и для систем Чена. Такое 
поведение систем обусловлено тем, что шум не 
разрушает двулистную структуру аттракторов 
взаимодействующих систем, что подтверждено 
при помощи построения их фазовых портретов 
при различных значениях интенсивности шума. 
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