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Аннотация. Рассмотрено распространение сильной плоской электромагнитной волны из 
вакуума через ограниченный слой холодной плазмы с учетом нелинейности в условиях тун-
нелирования и прозрачности. Нелинейность учтена феноменологически как зависимость 
плазменной частоты и частоты столкновений от усредненного за период квадрата поля, 
т.е. переданная электронам энергия поля расходуется только на ионизацию. Получены 
связанные стационарные нелинейные интегральные уравнения для гармоник поля, а также 
нелинейное интегральное уравнение нестационарного процесса. Определены скорость и 
время туннелирования в линейном и нелинейном случаях и коэффициент генерации тре-
тьей гармоники. Показано, что туннелирование занимает больше времени, чем прохож-
дение прозрачного слоя, а нелинейное туннелирование более длительное, чем линейное.
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Abstract. Background and Objectives: The propagation of a strong plane electromagnetic 
wave from a vacuum through a limited plasma layer is considered, taking into account non-linearity 
under tunneling and transparency conditions. The temperature dependence is not taken into ac-
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count. The non-linearity is taken into account phenomenologically as the dependence of the plasma frequency and collision frequency on the field 
averaged over the period squared. Conclusion: Coupled stationary nonlinear integral equations for the field harmonics, as well as a nonlinear 
integral equation for a non-stationary process, are obtained. The speed and time of tunneling in linear and nonlinear cases, the field distribution 
and the third harmonic generation coefficient are determined. It is shown that tunneling takes longer than the passage of a transparent layer, and 
the process of nonlinear tunneling is a longer process compared to linear, while in all cases the time of the wave passage is longer when passing 
the structure at the speed of light.
Keywords: plasma, tunneling time, nonlinear electromagnetic wave, Hartman paradox, energy velocity
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М. В. Давидович. Нелинейное туннелирование электромагнитной волны через слой плазмы

Введение

Вопросы распространения сильной электро-
магнитной волны (ЭМВ) в плазме при учете не-
линейных свойств весьма важны, например, для 
зондирования ионосферы, для полупроводнико-
вой электроники, для разогрева плазмы и других 
приложений. Основная сложность таких задач 
состоит в установлении материальных уравнений 
при воздействии сильной волны [1‒12]. Сильная 
волна изменяет свойства среды, т.е. условия свое-
го распространения, поэтому динамика ее движе-
ния даже в однородной нелинейной среде может 
быть весьма сложной [1, 5‒7, 12‒16]. Например, 
при частоте выше плазменной распространение 
приводит к разогреву и ударной ионизации, ко-
торая увеличивает плазменную частоту до пре-
вышающих частоту волны значений, что далее 
приводит к туннелированию. Затем ослабленная 
туннелированием и диссипацией волна возвра-
щается в режим волнового прохождения. Сложно 
ведет себя волновой пакет (ВП), особенно широ-
кий и при отражении от границ раздела, которое 
существенно даже для квазимонохроматической 
волны [10]. Сложное поведение широкополосных 
ВП (импульсов) демонстрируют даже простые не-
линейные модели диэлектрических сред [13‒16]. 
Для них достаточно хорошо развита теория рас-
пространения в двухуровневых системах [14, 15]. 
Для неоднородных плазменных структур теория 
нелинейной дифракции ВП развита недостаточно. 
Это касается и конечных диссипативных структур 
типа слоев, рассмотрение которых представляет 
особый интерес. В частности, интересна генера-
ция гармоник, которая рассмотрена в ряде работ 
(см. [7, 8]) для бесконечной плазмы на основе 
кинетического уравнения.

Далее для описания плазмы мы придержи-
ваемся подхода работы [1], где найдена сложная 
динамика движения одномерной монохрома-
тической волны в бесконечном плазменном 
пространстве в отсутствие диссипации, которая 

может иметь несколько решений в случае, когда 
диэлектрическая проницаемость (ДП) зависит 
от усредненного за период квадрата греющего 
поля E~. Далее мы рассматриваем одномерную 
(плоскую) ЭМВ, считая, что она имеет структуру 
произведения быстро осциллирующего (с несу-
щей частотой) множителя и медленно меняющей-
ся во времени амплитуды (огибающей). Также 
учитывается диссипация, которой соответствует 
затухающий множитель у амплитуды. Диссипа-
ция сильно меняет характер распространения и 
усложняет анализ, особенно в случае спектрально 
широких ВП. С ростом поля она может увели-
чиваться и уменьшаться, может быть частотно 
селективной, что увеличивает число вариантов 
решения. Строгая динамика сильной ЭМВ с 
широким спектром в неоднородных нелинейных 
средах со структурами сложна и принципиально 
требует нестационарного кинетического рассмо-
трения, для которого разработан метод неравно-
весных функций Грина – Келдыша [17]. Такой 
подход сложен для численного моделирования 
и требует мощных ЭВМ. Часто в нелинейных 
нестационарных задачах решают совместно 
уравнения Максвелла и нелинейной поляризации 
[16] или сводят задачу к нелинейному уравнению 
Шредингера для огибающей. 

В данной работе мы считаем плазму холод-
ной, импульс коротким, изменяющим только 
концентрацию зарядов (плазменную частоту), 
т.е. не греющим, на основе аппроксимации ДП 
мы вводим интегральные уравнения (ИУ) для 
стационарного и нестационарного случаев. Далее 
рассматриваем достаточно короткие квазимоно-
хроматические ВП в однородной неподвижной 
плазме такие, что воздействие изменяет только 
степень ионизации. Плазму считаем равновесной. 
Время релаксации для ионизации считаем малым 
по сравнению с периодом несущей частоты. Счи-
таем, что за указанное время плазма релаксирует 
к равновесной, т.е. диэлектрическая проницае-
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мость ДП зависит только от квадрата медленно 
меняющейся амплитуды поля. Нелинейное рас-
пространение изменяет исходный спектр ВП, как 
и наличие частотно селективной диссипации (см., 
например, [11]). Далее диссипация учтена введе-
нием частоты столкновений, обратной времени 
релаксации импульса электронов. Для спектраль-
но узкого ВП связанная с нагревом диссипация 
означает перераспределение электромагнитной 
энергии из узкой частотной области ВП по всему 
спектру излучения нагретой среды, т.е. потери. 
Интересно распространение сильной в указанном 
смысле и приближениях ЭМВ через структуры, в 
частности, ограниченный слой плазмы, поскольку 
большинство исследований выполнено для полу-
пространства [1, 7].

Цель работы – исследование дифракции 
ЭМВ на плазменном слое, получение соответ-
ствующих интегральных уравнений, выяснение 
вопроса о времени туннелирования ЭМВ и вли-
яния квадратичной по полю нелинейности. 

1. Постановка задачи

Спектральная ДП холодной разреженной 
плазмы с учетом диссипации (частоты стол-
кновений ωc) может быть представлена в виде 

cpL i22 /  [1‒3, 18], где  для 
газовой плазмы εL = 1, а для твердотельной плаз-
мы величину εL  ~ 5 − 20 на частотах существенно 
ниже плазменной частоты (ω < ωp) можно считать 
действительной и постоянной. Она определяет 
вклад дисперсии Лоренца от переходов валент-
ной зоны, а с повышением частоты – также и 
вклад от межзонных переходов между валент-
ной зоной и зоной проводимости. В полупрово-
дниковой плазме квадрат плазменной частоты 

 hheep mnmne ~/~/1
0

22    пропорционален сум-
ме отношений концентраций электронов и дырок 
к их эффективным массам [1]. Моделирование 
такой плазмы усложняется из-за неквадратичной 
дисперсии, т.е. зависимости эффективных масс 
от греющего поля. Далее рассматриваем одно-
компонентную электронную плазму. Считаем 
плазму электрически нейтральной, а частоту 
столкновений – линейной функцией концентра-
ции электронов een10 . Дисперсия 
модели Лоренца для разреженного вещества (газа 
осцилляторов) с одной резонансной частотой ω0 
дается формулой [18]

c

p

i22
0

2

1 .            (1)

ДП холодной плазмы можно описать (1) 
при ω0 = 0. Для (1), обозначая p / ,

p /00  , pcc  / , имеем Re(ε) < 0 , 

если     22
0

2222
0

2 4/12/1 ccc  .
Зави симость ωc от поля может привести как к от-
сутствию полосы туннелирования, так и к ее по-
явлению. Для реальных сред дисперсия ДП содер-
жит несколько таких членов с учетом локального 
поля и нескольких частот ω0, ωp, ωc. Величины 

2
p  определяются через силы осцилляторов соот-

ветствующих квантовых переходов с частотами 
ω0n, а величины ωcn и τcn = 1/ωcn соответствуют 
ширинам соответствующих спектральных линий 
и временам жизни возбужденных состояний. Об-
ратное преобразование Фурье от (1) определяет 
ядро  t~  интегрального оператора, связывающе-
го электрическое поле и индукцию во времени:

tt~
(2)

n
cnn

cnn

cnpn t
t

t 4/sin
4/

2/exp 22
022

0

2

.

Здесь χ(t) ‒ функция Хэвисайда, обеспечиваю-
щая принцип причинности:   0~ t  при t < 0. 
Для газовой плазмы в (2) следует положить  
ω0n= 0, т.е. считать заряды свободными (далее 
для однокомпонентной плазмы n = 1, ωp1 = ωp). 
Для исключения полюса на нулевой частоте 
удобно использовать формулу Друде – Смитта. 
Для многоуровневой среды следует учесть все 
частоты переходов, а для твердотельной плазмы 
добавить в (2) и ее электронно-дырочную вос-
приимчивость. В случае однородной изотропной 
среды связь между индукцией и полем имеет вид 
[18, 19]

     



t

tdtttt ,~, 0 rErD  .          (3)

Полагая в (1) ω0= 0, получаем из (2) для газо-
вой плазмы       ttt cñp    exp1~ 12 , что 
совпадает с обратным преобразованием Фурье 
от спектральной ДП cp i22 /1  
Друде для плазмы. Для плазмы металлов и полу-
проводников вклад в εL  ~ 10 дают другие члены 
дисперсии Лоренца, взятые на низких частотах, 
поскольку обычно ωp << ω0.

При Lp /  и малой частоте столкно-
вений ωc << ω  ДП плазмы становится почти 
отрицательной, и возможно туннелирование 
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через ее слой. В общем случае ДП комплексная: 
  i , 0 . Для дисперсии Лоренца ус-

ловие 0Re , при котором в соответ-
ствующем диапазоне имеет место стационарное 
туннелирование, также возможно. Кроме диспер-
сии Друде при ω0= 0 из (1) предельным перехо-
дом ω0 → ∞, ωc → ∞, ωp → ∞ (бесконечно жест-
кие диполи) при условии  2

0
2 /p , 24

0
2 /  c  

следует  формула  Дебая   221/1   , 
1   [20]. Для нее всегда 1 . Мы бу-

дем рассматривать среды с возможностью тунне-
лирования, т.е. с условием   0   в некотором 
диапазоне. Для дисперсии Лоренца его может не 
быть вовсе (большая диссипация и малая сила 
осциллятора) или же его частотная область может 
быть весьма узкой. Поэтому далее рассматриваем 
только плазменный слой в области 0 ≤ z ≤ d, на 
который падает ЭМВ:

dcztiEtzEx /exp
2
1, ,    (4)

dcztiEctzH y /exp
2

, 0 .    (5)

Поскольку для действительных полей спектр 
удовлетворяет условию      *EE , эти инте-
гралы можно свести к интегралу от функции 
        cztE /cos  по области 0 .

Здесь        iEE exp . Тогда множителем 
в ин теграле типа (4) будет 1/π. В случае мо-
нохроматической волны     00   EE

 0   и л и     zktEtzEx 000 cos,   , 

     zktEctzH y 0000 cos,   ,  ck /0  .  Нам 

в этом случае будет удобно перейти к ком-
плексным амплитудам, заменяя  zkt 00cos   
на zikti 00exp , а обратный переход будем
осуществлять взятием реальной части. Спектр 
E(ω) можно определить, зная поле (4) в не-
которой точке перед слоем во все времена 
(именно этот спектр соответствует падающей 
волне), при этом поле отраженной волны не 
учитываем). Взяв в (4) и (5) спектр ограничен-
ным в области   0 , приходим в силу 
теоремы Винера – Пэли [21, 22] к нелокальным 
во времени функциям с ограниченным спек-
тром, которым в нашем случае соответствуют 

и нелокальные в пространстве ВП. Абсолютная 
нелокальность соответствует монохромати-
ческой волне. Для получения локальных ВП 
необходим инфинитный спектр. Однако из-за 
квантовой природы фотонов точно он не может 
быть реализован. Нелокальность приводит к раз-
мытому переднему фронту. Для рассмотрения 
падающей ЭМВ с резким фронтом в (4) и (5) 
следует взять множитель  czt / . Например, 
      cztEczttzEx /cos/, 0   . Такой ВП под-

ходит к слою в момент t = 0. Комбинация функ-
ций Хевисайда      czTtczttz //,    
в виде прямоугольного формфактора (множи-
теля) обеспечивает конечную длительность T 
падающего импульса. Формфактор не тожде-
ственен огибающей [23]. Спектр такого импуль-
са  имеет  вид          ,, 0

*
00 ffEE , 

где        2/sinc2/exp, 000 TTif   , 
    xxx /sinsinc  . Он квазимонохроматический, 

если 1/2 00 TTT , т.е. если импульс содер-
жит много периодов во времени или длин волн в 
пространстве. Далее рассмотрим две задачи: ста-
ционарную (спектральную) и квазистационарную 
(с узким спектром).

2. Нелинейные спектральные интегральные

уравнения

Необходимость решать уравнения Максвелла 
совместно с кинетическим уравнением и урав-
нениями движения носителей заряда приводит к 
сложным постановкам задач [1‒9, 17], которые не 
всегда просто довести до численных результатов. 
Мы используем упрощенный феноменологиче-
ский подход [1]. Разогрев плазмы описываем как 
зависимость концентраций в ней от величины 
мощности ЭМВ, т.е. от величины квадрата грею-
щего значения поля    2

,
~Efn he  . Такой квадрат 

поля должен быть усреднен за период. Газовая 
ионосферная плазма является в основном одно-
компонентной электронной, поскольку массы 
положительных ионов весьма велики по срав-
нению с массой электрона me. Распространение 
импульсов в ионосфере рассматривают в основ-
ном в линейном приближении (см., например, 
[24]). Расчет зависимости    2

,
~Efn he   весьма 

сложен, поэтому часто используют различные 
феноменологические формулы [1, 25, 26]. В не 
слишком сильных полях можно брать зависимо-

М. В. Давидович. Нелинейное туннелирование электромагнитной волны через слой плазмы

или
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сти типа  22
0

~1 Enn  . В сильных полях имеет 
место насыщение при полной ионизации. Такие 
зависимости берем в виде 

E
nn ~exp1

,                (6)

E~nnnn exp100
,     (7)

E~
nn

exp1
0 .               (8)

В этих соотношениях n0 и n∞ ‒ концентрации в 
бесконечно слабом поле и в сильном поле при 
на сыщении ионизации, γ > 0, 1~

efE  и 1~
efE  

‒ некие обратные полям величины. При поле 
/1~ E  концентрация удваивается, при поле 
/1~ E  для формулы (6)   ennnn /1/1/ 0   ,

для формулы (7)  enenn /11/0   , для фор-
мулы (8)  enn /1/0  . В предельно сильных 
полях     1/0 nn  для  (6) и     10 nn  
для (8). В случае слабых полей 1E  
из (6) следует 1/~10 Enn , а из 
(7) –    Ennnn 00   . В слабо греющем 

поле  все  формулы  можно  записать  как 
Enn ~10 . Первому  случаю  соответ-

ствует γ = 2,   . Мы будем исследовать 
случай полей, когда выполнена зависимость 

 22
0

~1 Enn  . Для нее характерна квадратич-
ная зависимость ДП плазмы от поля. Сильная 
волна с частотой больше плазменной, прошед-
шая в плазму, может увеличить ее плазменную 
частоту и стать туннелирующей. Туннелирова-
ние сопровождается ослаблением поля и вос-
становлением режима прохождения. На самом 
деле следует исследовать динамику распростра-
нения волны в условиях ударной ионизации и 
индуцированной прозрачности. Такая сильно 
нестационарная постановка задачи сложна, 
поэтому в данной работе мы рассмотрим воз-
можное стационарное решение для слоя. В силу 
квадратичной нелинейности ДП возникает куби-
ческая нелинейность в волновом уравнении, что 
приводит к дискретному спектру частот mω0 в 
поле дифракции. Из всего спектра для простоты 
мы ограничимся первой и третьей гармониками. 
Итак, слева от слоя поле ищем в виде

Справа от слоя поле ищем в виде

cztiRcztiRcztiEtzEtzEx /3exp/exp/exp,, 30 (9),

(10)cztiRcztiRcztiEctzHtzH y /3exp/exp/exp,, 300 .

(11)cdztiTcdztiTEtzEtzEx /3exp/exp,, 30 ,

(12)cdztiTcdztiTEctzHtzH y /3exp/exp,, 300 .

Внутри ищем поле в виде      tzEtzEtzE ,,, 31  , или

zitizEzitizEtzE 3311 3expexp, (13)

с действительными амплитудами. Это как раз и озна-
чает, что мы ограничиваемся только первой и третьей 
гармониками в его разложении. Как обычно счита-

ем действительное физическое поле как реальную 
часть комплексного поля (13): tzEtzE ,Re, .
Пренебрегая гармониками выше третьей, имеем:

zztzEzEzEztzEtzE 3131

2
31

2
12 2cos

2
22cos1, (14),

(15)zztzEzEzEzEt,zE 1331
2
3

2
1

2 2cos2 φ3 .

Усредненное за период значение поля есть

tzEtzEzEzEzE ,2/,2/2/~ 222
3

2
1

2 .
Комплексное поле удовлетворяет интегральному уравнению

zdt,zEzzzGc/ztiEt,zE
d

3
0

300 1exp

zdt,zEzEzEzEzEzzzzG
d

0
131

2
3

2
121

(16)
.
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В нем обозначено ядро 2exp 00 /zikikzG ,
удовлетворяющее неоднородному уравнению 
Гельмгольца с дельта-функцией: zGkz

2
0

2

zk 2
0

, т.е. пропорциональное его функции Гри-
на. Обозначаем cziizG 2//3exp33 , 
ДП плазмы cpL izz 22

0 / , частоту 
столкновений считаем пропорциональной концен-

трации 22
000 1/ zEzznzn ccc .

Для определения плазменной частоты ωp0 ис-
пользована концентрация n0: ep men 00

2
0 / .

Далее  индекс  “0” опускаем .  Нелинейная 
часть ДП ε2 для такой плазмы определена как 

zimznez ce
2

0
2

0
2

2 / . Уравнение 
(16) разделяется на два:

(17)
zdzizEzEzzzzG

c/ztiEzizE
d

0
11

2

2

0011

exp1

expexp

,

zdzitzEzzzGzizE
d

33
0

333 exp,1exp . (18)

Наиболее простой вид уравнения приобретают для однородной газовой плазмы:

(19)zd
zEi

zizEzE
zzGzikEzizE

d

c
p

0
22

0
2

11
22

2
00011 ~1

exp1
expexp ,

(20)
d

c
p zEi

zdzizEzzGzizE
0

22
0

2
3332

033 ~1
expexp .

Уравнение (16) дополним уравнением для магнитного поля:

Здесь H0(z) ‒ некоторое постоянное во времени 
поле, определяющее константу интегрирования, 

2/expsgn 0 zikzzGz . Уравнения (19) и 
(20) связаны посредством греющего поля. Пред-
положим, что E3(z) = δ0E1(z), где δ0 ‒ величина, 
определяющая амплитуду третьей гармоники, 
которую считаем малой. В таком предположении 

решение упрощается. Пренебрегая E3(z) в (19), 
находим решение E1(z) и φ1(z). Уравнение (19) и 
(20) каждое разделим на два: для действитель-
ной и мнимой частей. Этого вполне достаточно 
для определения двух действительных функций 
E1(z) и φ1(z). Умножая (20) на     zizE 33 exp   и
интегрируя и сокращая на 2

0 , получаем:

(21)

zdtzEzzzGcztiEizHtzH
d

z
3

0
3

0
000 ,1

3
/exp,

(22)
d d d

c
p zEi

dzzdzizizEzEzzGdzzE
0 0 0

22
0

2
331132

0
2

1 ~1
expRe .

В этом выражении       2/1~ 2
1

2
0

2 zEzE  , поэто-
му, если известна функция φ3(z), уравнение (22) 
определяет величину 2

0 . Это уравнение можно 
решать итерационно. Очевидно, для величины 
φ3(z) имеет место уравнение

Она также должна удовлетворять соотношению

.

В  этих  соотношениях  удобно  полагать 
    2/~ 2

1
2 zEzE  . Строго следует совместно ре-

шать два комплексных или четыре нелинейных 
действительных уравнения, соответствующих 
(19) и (20) относительно четырех действитель-
ных функций. На основе таких решений можно 

(23)
zzE 31 sin

d

c
p zEi

zdzizEzzG

0
22

0
2

3132
0 ~1

expIm .

0~1
expIm

0 0
22

0
2

33113
d d

c zEi
dzzdzizizEzEzzG .

М. В. Давидович. Нелинейное туннелирование электромагнитной волны через слой плазмы

−

dtzEzEzEzEzEzzzzG
d

z

0
131

2
3

2
12

0

,1 dz'.
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вычислить усредненные энергии на первой и 
третьей гармониках и определить на такой основе 
коэффициент генерации третьей гармоники.

3. Нелинейные нестационарные 

интегральные уравнения

В нестационарном нелинейном случае строго 
использовать спектральные интегральные связи 
типа (4) нельзя. Рассмотрим непосредственно 
уравнения Максвелла в виде

     tzJtzEtzH xxtyz ,,, 0   ,

   tzHtzE ytxz ,, 0  .         
(24)

В них все влияние среды описано величиной 
 tzJ x , . Пусть падающий электромагнитный 

импульс имеет вид
 tzE x ,0  (25)

       cztczTtcztE /sin//0   .
Это цуг с формфактором П(z, t), который подо-
шел в момент t = 0 к слою слева (в точке z = 0) и 
в момент T он в этой точке закончился. До диф-
ракции в слое была однородная плотность заряда 
электронов ρ0. Волновое уравнение для электри-
ческого поля имеет вид

     tzJtzEc xtxtz ,, 0
222    .       (26)

Введем соленоидальный вектор-потен-
циал:    tzAtz x ,, 0xA  ,   0,  tzA . Тогда 

   tzAtzH xzy ,,  ,    tzAtzE xtx ,, 0  . Не-
посредственно из (24) или из (26) находим 

     tzJtzAc xxtz ,,222   .       (27)

К уравнениям (26), (27) возможен макроскопи-
ческий и микроскопический подходы. Рассма-
тривая (26) как макроскопическое уравнения, 
следует под  tzJ x ,  понимать ток поляризации 

   tzPtzJ xx ,,  , определяемый на основе со-

отношения (3), где      tzPtzEtzD xxx ,,, 0   . 
Тогда имеем 

t

xxx tdtzEtttzEtzJ
0

00 ,~,0~,

t

xcp tdtzEtt
0

2
0 ,exp .

Здесь     tt cñp    exp1~ 12  ‒ ядро операто-
ра диэлектрической восприимчивости. Диффе-
ренцируя еще раз, получаем: 

   xt tzJ ,

       
t

xccpxp tdtzEtttzE
0

2
0

2
0 ,exp,   

При дифференцировании мы считали плазменную 
частоту и частоту столкновений не зависящими 
от времени (т.е. релаксацию в (28) считаем более 
быстрой). В сильном поле, однако, их удобно счи-
тать функциями квадрата амплитуды поля. Тогда 
медленная зависимость от времени в них присут-
ствует. Очевидно, вводя такую зависимость в (3), 
можно получить более сложные уравнения. Далее 
пишем          ttzEttzEtzE csx 00 cos,sin,,   . 
Считая  tzEs ,  и  tzEc ,  медленными функциями 
времени, усредненный за период квадрата поля 
получаем в виде        2/,,,~ 222 tzEtzEtzE cs  .
Вводим  функцию    tzEp ,~22  ,  связан-
ную с изменением концентрации. Теперь 

           tzEtzEtzEtzEtzJ csxxt ,,,,,~, 2
0   . 

Если диссипация слабая, то интегралом в (28) мож-
но пренебречь,       tzEtzEtzJ xxt ,,~, 2

0  , 
и тогда имеем уравнение

        tzEtzEñtzEc xxtz ,,~, 22222   .  (29)

Его правая часть определяет источники поля 
дифракции, поэтому

Здесь мы использовали функцию Грина 
уравнения (26):     2//, czttzG   . Исполь-

(30)tdzdtzEtzE
c

zz
tt

c
tzEtzE x

t d

xx ,,~
2
1,, 2

0 0
20 .

зуя метод медленно меняющихся амплитуд, вы-
числим интеграл в (28). Имеем

2
0

2
00002

0
sin,,cosexp,,,

c

scccccs
cpcs

ttzEtzEtttzEtzEEE .

Считая частоту столкновений малой, получаем:

0

002
0

sin,cos1,, ttzEttzEEE cs
cpcs

.

.
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При вычислении мы выносили из-под интеграла 
текущие значения амплитуд (в момент t), для 
которых экспоненциальный множитель максима-
лен. Таким образом, задача сводится к решению 
ИУ (30) на отыскание амплитуд Es и Ec с возмож-
ной поправкой (31).

Рассмотрим второй подход, считая (26) 
микроскопическим уравнением. Найдем плот-
ность тока, входящую в правую часть для сильно 
нестационарной волны. Пишем уравнение дви-
жения электрона    tzEmex xt ,/2  . Для его 
скорости получаем 

      
t

xtx tdtzEmextzv
0

,/, .     (32)

Энергия электрона, полученная за счет поля, 
принимает вид

2

0

22 22E
t

xxe tdt,zEm/e/t,zmvt,z .

(33)
В монохроматической волне эта энергия, 

усредненная  за  период ,  равна   ,Ee z  
    2221 /2/ czEem     (см .  [18 ,  с .  334 , 

335]). Для плотности мощности можно за-
пис ат ь        tzntzEtzW eextt ,E,, 2

0   ,  и 
для мгновенной плотности энергии имеем 
     tzntzEtzW eex ,E,, 2

0    [18]. Сильная удар-
ная ионизация водородной (электрон-протонной) 
плазмы происходит, когда энергия электрона 
близка к энергии ионизации атома водорода 
We = 13.6 эВ, что дает оценку порога греющего 
поля для такой плазмы /~ E  = 17.6 В∙c-6/м, и 
для частоты 0.5 МГц получаем напряженность 
поля ~  EE  55 В/м. Потенциалы ионизации 
газов в ионосфере примерно такого же порядка. 
Более точный учет степени ионизации требует 
вычисления вероятностей ступенчатых много-
электронных процессов возбуждения атомов, что 
представляет собой отдельную сложную задачу. 
Вместо решения кинетического уравнения, удоб-
но использовать феноменологические формулы 
зависимости концентрации от энергии электро-
нов, например,

      eemeee WnWntzn /Eexp1/Eexp, 0  .
(34)

Здесь nm‒ концентрация при максимальной иони-
зации. Пусть     eect Wtztzn /,Eexp,  , где 
параметр α характеризует ударную ионизацию. 
Тогда

     
t

eec tdWtzntzn
0

0 /,Eexp,  .   (35)

Рассмотрим решение с учетом столкновений:
     tzvtzEmex xñxt ,,/2  ,      (36)

t

x

t

xx tdtzvtdtzEmetzv
00

,,/, . (37)

Подставляя сюда скорость из (32) без учета стол-
кновений, получаем:

       
t

xx tdtzEmetzv
0

,/,

     
t t

xñ tdtdtzEme
0 0

,/ .           (38)

В результате выражение для энергии электронов 
с учетом столкновений примет вид 

       
2

0 0 0

2 ,,2/,E 







   

t t t

xñxe tdtdtzEtdtzEmetz 

(39)
Вычислив плотность заряда, можно найти плот-
ность тока      tzvtztzJ xx ,,,   и величину 

 tzJ xt ,0  в (26). Конечно, микроскопический 
подход более сложен и требует совместного 
решения уравнений Максвелла, кинетического 
уравнения, уравнений движения, уравнений ио-
низации и рекомбинации с учетом распределения 
электронов и ионов по энергиям, учетом ионной 
и электронной температур. Но и в рассмотренном 
случае, получив приближенное решение задачи, 
можно оценить интегралы в приведенных соотно-
шениях, уточнить плотность тока и само решение. 
Заметим, что приведенные соотношения содер-
жат предысторию процесса входа волны в слой. 

Считая начальное распределение максвел-
ловским, можно решить уравнение Власова и 
получить линейные и нелинейные отклики в 
виде плотности заряда и тока без учета про-
цессов ионизации и рекомбинации. Однако та-
кое нестационарное решение для слоя следует 
искать численно. В этом случае вполне можно 
учесть и интегралы столкновений, связанные с 
ионизацией и рекомбинацией. Однако численное 
определение  tzJ x ,  неудобно при интегриро-
вании нестационарных уравнений типа (26), 
(27). Рассмотрим в качестве примера плазму с 
максвелловским распределением  vMf , воз-
мущаемую плоской монохроматической волной 

zkzktEE zzx expcos0 . Генерацией гар-
моник пренебрегаем. Пренебрегая также маг-
нитным полем волны, считаем, что на электроны 
действует сила xx eEF . Имеем fff M  , 

22
xx EffEf . Первое приближение в виде 

М. В. Давидович. Нелинейное туннелирование электромагнитной волны через слой плазмы
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отклика, пропорционального полю, ищем ана-
логично [18] в виде xfEf1 . Для него имеем

Tf
kvvkiTk

zkveEztf M
zzzzB

x ,expRe, 0
1 v .

Мы использовали комплексные амплитуды, по-
этому следует взять реальную часть:

Tf
Tk

zkeEzvvlztf M
B

zxx ,exp,,,, 0
1 vv .

Изменение функции распределения происходит за 
счет диссипации волны и связано с характерной 
длиной 

,, xx zvvl
22

zzzz

zzx

kvvk
kvv

.

Второе приближение определим из условия, что 

xvf  /  находится из первого приближения, т.е. 
что xBMxx vfTkfmvvf /// 1 . Вычис-
ления дают

Поскольку     2/2exp~ 2
0

2 zkEzE z , то

Поле дифракции синусоидальной волны 
с резким фронтом на слое найдем с помощью 
функции Грина       2//,, czttzgtzG   . 
Функция g, отличающаяся от G знаком, удовлет-

воряет уравнению        tztzgc tz   ,222 . 
Знак минус традиционно вводится в электродина-
мике, поскольку g определяет вектор-потенциал 
из уравнения (27), в которое Jx входит со знаком 
«минус». Таким образом,

Tf
mv

zkeEkl
Tk

zkleE
Tk

zkleEztf M
x

z
z

B

z

B

z ,expexp1exp,, 2
0200

2 vv .

Из него находим поле    tzAtzE xtx ,, 0  :

С другой стороны, из (26) следует

tdzdtzJttzzgcztcztEtzA
t

x

d

x
0 0

1
00 ,,/cos/, .

tdzdtzJttzzGcztcztEtzE
t

x

d

tx
0 0

00 ,,/sin/, .

(40)tdzdtzJttzzGcztcztEtzE
t

xt

d

x
0 0

00 ,,/sin/, .

Это ИДУ можно переписать в виде ИУ, продифференцировав по частям:

Здесь   00, zJ x ,   00,  zzg , поэтому

(41)zdczztzJcztcztEtzE
d

xx
0

00 /,/sin/, .

Видим, что поле определяется через за-
паздывающую плотность тока. Вид этого урав-
нения одинаков для линейных и нелинейных 
задач. Для нелинейных сред эта плотность 

тока интегрально и нелинейно зависит от поля, 
определяя нелинейное ИУ. 

Рассмотрим линейный случай. Для него в 
силу соотношения

tdtzEtttzEtzD x

t

cpxx ,exp1,,
0

12
00

zJtzzgtzJzzgtdtzJttzzg xx

t

xt 0,,,0,,,
0

.czztzJtdtzJczztt x

t

x /,,/
0

имеем связь плотности тока с полем
(42)

t

xcpx tdtzEtttzJ
0

2
0 ,exp, .

222
0 /1/~2/~21 xBzBB mvTkklTkEleTkElenn .
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Она интегральная и характеризует динамическую 
проводимость плазмы. В случае неоднородной 

плазмы имеем зависимости  zp
2 ,  zc  и по-

лучаем ИУ

 (43)
d c

zz
t

xpcx zdtdtzEzk
c

zz
ttz

c
zt

c
ztEtzE

0 0

2
0 ,expsin, .

Здесь введено плазменное волновое число 
    czzk pp / . Внутренний интеграл следует 

полагать нулю для  czztt / . Это ИУ упро-
щается, если ωc = 0. Если диссипация бесконечно 
сильная ωc → ∞, то интеграл в (43) исчезает. Это 
соответствует тому, что ε(ω) = 1. В данном слу-
чае бесконечно сильного трения электроны не 
ускоряются полем, и поляризация не возникает. В 
нелинейном случае в каждый момент поле создает 
некий профиль поляризации, которую опишем за-
висимостями kp(z) и ωc(z), поэтому нелинейному 
решению соответствует линейное решение (43). 
Это позволяет использовать довольно простой 
метод решения нелинейных задач. Сначала реша-
ем линейную задачу. В каждый момент времени 
пересчитываем профили kp(z) и ωc(z). Затем снова 
решаем линейную задачу, и так далее до сходи-
мости. Можно использовать и итерационные 
решения для уравнения (43) с пересчетом про-
филей на каждой итерации. Такое моделирование 
занимает много времени, поскольку итерации 
следует выполнять для каждого момента времени. 
Для усреднения удобно представлять поля через 
амплитуды в виде Es(z, t) и Ec(z, t).

Уравнение (43) проще всего решить с ис-
пользованием квадратур. Именно, отрезок 
(0, d) разбиваем точками   zmzzm  12/ ,

Mdz / , Mm ,...,2,1 . Область (0, t) разбива-
ем моментами   tnttn  12/ , czt / ,

Nn ,...,2,1 , т.е. шаг по времени согласуем с ша-
гом по координате. Такая дискретизация определя- 
  ет массив поля E(mn) = Ex(zm, tn), массив свободных  
чл енов  cztcztE mnmnmn /sin/0  
и матрицу с элементами nmmnA , . Вводя муль-
тииндекс l = (m, n), уравнение (43) перепишем в 
матричной форме EABE ˆ , или 

l

mmnn

mn
llll EABE

1,1
.               (44)

В случае использования квадратурного пред-
с т а вл ения  поля  nnmsmn ttzEE 0sin,

nnmc ttzE 0cos, , т.е. структура матрицы не-
много усложняется.

Здесь задача решается многократно каждый 
раз с увеличением N. Для N < M число внутренних 
точек, где ищется поле, равно N. При N = M поле 
займет всю внутреннюю область слоя. Дальней-
шее увеличение N дает временную динамику при 
t > d / c. Если найдены значения поля из решения 
системы линейных алгебраических уравнений 
(СЛАУ) (44), то по формуле (43) можно вычис-
лить поле в любой другой точке вне слоя. Мы 
решаем СЛАУ (44) и ищем поле в точке z = d, 
увеличивая последовательно число временных 
точек: N = M, M + 1, M + 2,..., M + K. Размерность 
такой СЛАУ на шаге K равна L = M(M + L), а сама 
СЛАУ (44) может быть записана в виде

mnmn BE

M

m

mmn

n
mncp Emmnnttzk

1 1

2 exp .

На рис. 1, 2 приведены результаты решения 
ИУ (43) для поля в точке z = d в слое газовой 
плазмы d = 3000 м. Было взято M = 180. Отметим, 
что вклад в поле в некоторой точке (в частности, 
z = d) имеет место только от тех точек, из которых 
возмущение успевает дойти до нее со скоростью 
света. Поэтому до момента t = d/c в крайней точке 
слоя возмущение отсутствует. Затем проявляется 
слабое возмущение от ближайших точек, куда 
поле уже дошло (это высокочастотная часть ВП), 
и только со временем устанавливается периоди-
ческий процесс. Там же приведены импульсы, за-
конченные на входе в момент t = d/c. Прошедшее 
поле меньше падающего, поскольку имеет место 
режим туннелирования.

Нелинейное туннелирование приводит к 
большему ослаблению и к большей задержке 
основной части сигнала. При ω0 << ωp сильная 
волна входит в слой чрезвычайно ослабленной из-
за отражения, поэтому нелинейность проявляется 
в тонком слое на входе и процесс дальнейшего 
туннелирования почти линейный. Это особенно 
относится к широкому слою. Прекращение им-
пульса на входе приводит к появлению на выходе 
предвестника, основной части импульса и его 
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хвоста (см. рис. 2 – показано начало хвоста). Для 
учета нелинейности после решения СЛАУ вы-
полнялся пересчет ωp(z) c итерацией. Использо-
вано три итерации. Взят параметр нелинейности 
α = 0.008 м/В, при котором в поле волны E0 = 
= 55 В/м концентрация возрастает на 5%.

На рис. 3, 4 представлены решения урав-
нений (19), (20) для газовой плазмы. Уравнение 
(19) решалось в пренебрежении третьей гармо-
никой, при этом использовалась аппроксимация 
   zzkz  01  . Для нахождения решения как 

нулевое приближение использовалось линейное 
решение, а затем применялись итерации. ДП 
вычислялась на основе предыдущего итераци-
онного решения. Интеграл в (19) вычислялся по 
квадратурной формуле средних, а нелинейная 
система уравнений получалась на основе ме-
тода коллокаций. Также вычислялась величина 
   zzkz  03 3 , с использованием которой 

итерационно вычислялась величина 2
0 , про-

порциональная квадрату третьей гармоники. 
Для рис. 1, 2 взяты следующие параметры: 
ωp = 6.28∙106 Гц, ωc = 6.28∙102 Гц, d = 3000 м. 
Время прохождения слоя со скоростью света 
τ = d/c = 10 мкc, время переноса энергии в линей-
ном случае при  ω0 = ωp / 2 равно τE = 3.01∙10-4 c.
Рассмотренный слой имеет прозрачность |T|2 =
= 8.6∙10-4. Расчеты показывают, что переходный 
процесс примерно устанавливается за время τE. 
Движение импульса как целого можно характе-
ризовать усредненной по спектрально плотности 
мощности энергетической скоростью [27]. Расчет 
переходного процесса за достаточно толстым 
слоем требует решения СЛАУ очень высоких 
порядков, поскольку растет размерность задачи, 
а время туннелирования возрастает экспоненци-
ально с толщиной. Для рис. 3, 4 использовались 
параметры плазменного слоя как для рис. 1, но 
с длиной 600 м. Для частоты ω = 3.14∙106  Гц в 
линейном приближении ε' = −1.773, ε'' = 0.0046. 
При распространении поле в слое больше, что 
способствует росту генерации третьей гармони-
ки. Она эффективно генерируется тонким слоем, 
поскольку поле в нем более сильное.

4. Стационарное и квазистационарное 

туннелирование

Стационарное туннелирование монохро-
матической волны предполагает, что ее частота 
лежит ниже плазменной частоты. Волна в слое 
увеличивает плазменную частоту, что делает 
слой принципиально неоднородным и еще менее 

Рис. 1. Нормированное электрическое поле на выходе 
плазменного слоя d = 3000 м в зависимости от време-
ни (с-6) при ω0 = ωp = 6.28 МГц при разных значениях 
амплитуды, В/м: E0=1 (кривая 1), E0 = 30 (2), E0 = 55 (3) 
Fig. 1. Normalized electric fi eld at the output of the plasma 
layer d = 3000 m depending on time (s-6) at ω0 =ωp= 6.28 
MHz at different values of the amplitude (V/m): E0 = 1 

(curve 1), E0 = 30 (2), E0 = 55 (3)

Рис. 2. Нормированное электрическое поле на выходе 
плазменного слоя d = 3000 м в зависимости от времени 
(c-6) при разных значениях частоты (МГц) и амплиту-
ды (В/м). Кривая 1 – ω0 = 8, E0 = 1; кривая 2 – ω0 = 8, 
E0 = 55; кривая 3 – ω0 = 5, E0 = 55. ωp= 6.28, ωc = 0.006
Fig. 2. Normalized electric fi eld at the output of the plasma 
layer d = 3000 m depending on time (c-6) at different values 
of the frequency (MHz) and the amplitude (V/m). Curve 1 – 
ω0 = 8, E0 = 1; curve 2 ‒ ω0 = 8, E0 = 55; curve 3 – ω0 = 5, 

E0 = 55. ωp = 6.28, ωc = 0.006
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Рис. 3. Распределение нормированного электрического поля в зависимости от длины z (м) в плазменном слое 
d = 600 м и ωp = 6.28 при туннелировании (а) и распределение Ex (В/м) при распространении (б) при разных амплиту-
дах: а – ω0 = 3, E0 = 5 (кривая 1); ω0 = 3, E0 = 25 (2); ω0 = 3, E0 = 55 (3); ω0 = 6, E0 = 55 (4); б – ω0 = 10, E0 = 5 (кривая 1); 
ω0 = 10, E0 = 25 (2); ω0 = 10, E0 = 55 (3); ω0 = 7.5, E0 = 75 (4); ω0 = 7, E0 = 75 (5). Частоты, МГц, напряженность поля, В/м 
Fig. 3. Distribution of the normalized electric fi eld depending on the length z (m) in the plasma layer d = 600 m and 
ωp = 6.28 during tunneling (a), and distribution Ex (V/m) during propagation (b) at different amplitudes (V/m). Figure a: 
ω0 = 3, E0 = 5 (curve 1); ω0 = 3, E0 = 25 (2); ω0 = 3, E0 = 55 (3); ω0 = 6, E0 = 55 (4). Figure b: ω0 = 10, E0 = 5 (curve 1); 
ω0 = 10, E0 = 25 (2); ω0 = 10, E0 = 55 (3); ω0 = 7.5, E0 = 75 (4); ω0 = 7, E0 = 75 (5). Frequencies MHz, fi eld strength, V/m

а/a б/b

Рис. 4. Коэффициент генерации третьей гармоники δ0 для 
слоя d = 600 м в зависимости от амплитуды E0 волны: 
ωp = 1.6∙106 (кривая 1), ωp = 3.14∙106 (2), ωp =.107 (3), 

ω0 = 3.14∙107 (частоты, Гц)
Fig. 4. Third harmonic generation coeffi cient δ0 for the layer 
d = 600 m depending on the wave amplitude E0: ωp = 1.6∙106 

(curve 1), ωp = 3.14∙106 (2), ωp =.107 (3), ω0 = 3.14∙107 

(frequencies, Hz)
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δ0прозрачным. Туннелирующая волна затухает, 
поэтому плазменная частота максимальна у гра-
ницы с падающей волной, и при толстом слое 
выходит у другой границы на значение для слабой 
волны. Если частота немного выше плазменной, 
на начальном участке идет распространение, 
сменяемое туннелирования, которое затем может 
смениться участком распространения.

В работах [28,29] аналитически решена ли-
нейная задача дифракции на слое диэлектрика, 
в частности плазмы. Используя метод сшивания 
полей и концепцию Умова для скорости энергии 
     zWzSzv z /,E   в слое плазмы при ω < ωp, 

получим формулу:

2/~2cosh/
1/2

, 2244

22

E
pp

p

zk
zv . (45)

В ней 0kk  , dzz ~ . В общем случае для 

плазмы с ДП   i  с учетом столкновений 
имеем постоянную распространения

 kikikk  0 , 
где

1
22

0 2/kk
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,
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1
22

0 2/kk
1/2

 
и коэффициент замедления ninkkn  0/ .
Однако (45) получено при 0 , 0 , т.е. при 

0k  и   0kk . Для времени переноса энер-
гии через однородный слой легко вычисляется 
интеграл

0 E
E

d

v
dz

1/2
2/2/2sinh/

22

2244

p

pp dkdk , (46)

в котором τ = d / c. При стремлениях частоты к 
плазменной или к нулевой это время стремится 
к бесконечности. Для толстого слоя оно экспо-
ненциально большое. Для предельно тонкого 
слоя 3122 /p 2/ . Во всех случаях 
τE > τ, причем обычно τE >> τ . Формулы (45), 
(46) применимы в линейном случае без дис-
сипации. В нелинейном случае 2

p  зависит от 
амплитуды и уменьшается с ростом координаты 
z, что вполне можно учесть при вычислении 
(46), если рассчитать распределение амплиту-
ды. Однако в силу почти экспоненциального 
затухания при туннелировании для толстого 
слоя (k''d > 1) результат практически совпадает 
с (46). Существенная нелинейная зависимость 

времени туннелирования (46) от амплитуды 
появляется у тонкого слоя k''d << 1. Для рас-
смотрения нелинейных свойств в толстом слое 
следует анализировать случай распространения 
с затуханием. При распространении ω > ωp 
имеем  zkv ~2cos11/2 2

E  [28]. Эта 
формула также получена при пренебрежении дис-
сипацией. Рассматривая поля в пластине

zkzkiAzkzkiAzEx expexpexpexp ,

 zH y 

        zkzkiAzkzkiAc   expexpexpexp0  ,

получим выражение для  zvE , вычисляя вектор 
Пойнтинга 2/Re *

yxz HEzS  и плотность энер-
гии HE WWW  . Для нее   4/2 2

0 xE EW   , 

4/
2

0 yH HW  . Если пренебречь малой ампли-
тудой A− (что обычно делают в ВКБ приближе-
нии), то получим результат  2

E 1/ nncv  . Он 
такой же, как в безграничной плазме, поэтому 
учет отраженной волны необходим. Обозначая 

    2//11exp    i ,      

и учитывая, что    2//11exp  ikdTA ,
1sincos kdikdT , где   2/2/12/1   ,

найдем:

а для скорости движения энергии получим

2/~2sin2~2exp~2exp
222

0 zknzkzknTSz ,

4/~2exp~2cos2~2exp2
222

0 zkzkzkTWE ,

4/~2exp~2cos2~2exp
222

0 zkzkzkTWH ,

zkzkzk

zknzkzkn
v

~2cos222~2exp~2exp

~2sin2~2exp~2exp2
22

22

E
.

В случае туннелирования без диссипации 
|κ+ = κ–|, φ+ = −φ– k' = 0, следует формула (45) 

с учетом того, что   /1arctan ,  2sin   

  /11/2 2.1   ,       1/12cos   ,  n .

Для прозрачного слоя диэлектрика без дис-

персии ε > 1, и скорость не зависит от коор-
динаты:  1/2E  cv . Она меньше фазовой 

/E cvv p  . 
Можно обобщить эти результаты для ДП 

Лоренца (1), если учесть, что усредненная плот-
ность энергии есть [18]

2222
0

22
0

24

2222
0

2

2
0

222
0 2

11
4

pp

c

pxE
W .
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В этой формуле мы выразили магнитную часть 

энергии как 4/4/ 2
0

2

0 xyH EHW    для ДП 

(1). В такой среде в сильных полях также суще-
ственны нелинейные свойства, особенно при 
наличии свободных зарядов, их генерации и ре-
комбинации, а динамика также усложняется из-за 

появления дополнительных резонансных частот. 
Линейное стационарное решение для плазмы 

удобно использовать как начальное приближение 
для получения нелинейного решения. Вычисляя 
на его основе величины ωp(z) и ωc(z), а затем 
подставляя их и поле в уравнение для основной 
гармоники

(47)
d

xxx zdzEzEzzzGkzikEzE
0

22
000 1~,exp ,

далее решаем его методом итераций с пересчетом 
зависимостей p

2 (z) и ωc(z). При таком решении 
можно также плавно увеличивать параметр не-
линейности, что позволяет получать высокую 
скорость сходимости итераций, поскольку всегда 
итерации находятся вблизи точного решения. На 
основе решения (47) можно оценивать поле тре-
тьей гармоники и при необходимости учитывать 
его при пересчете параметров p

2 (z) и ωc(z).
На рис. 5 сравниваются результаты нелиней-

ного стационарного распространения с линейным 
(кривая 1), вычисляя время переноса энергии. 
Скорость энергии при уменьшении частоты 
падает, поскольку увеличивается колебательная 
энергия частиц, а перенос энергии осуществля-

Рис. 5. Время переноса энергии через слой d = 600 м, 
нормированное к τ = с/d, в зависимости от нормированной 
частоты при разных амплитудах, В/м: E0 

= 1(кривая 1), 
30 (2), 55 (3), 100 (4) (цвет online)

Fig. 5. Time of energy transfer through the layer d = 600 m, 
normalized to τ = с/d, depending on the normalized frequency 
at different amplitudes (V/m): (curve 1), 30 (2), 55 (3), 

100 (4) (color online)

ется только за счет электромагнитной ее части. 
Ниже плазменной частоты туннелирование 
сильной волны через толстый слой экспоненци-
ально уменьшает амплитуду к выходу, поэтому 
в основной части и на выходе толстого слоя ско-
рость почти соответствует линейному случаю, а 
интегральное время практически равно времени 
линейного туннелирования. Скорость vE(z) за-
висит от координаты из-за отражений от второй 
границы. В нелинейном случае увеличивается 
коэффициент отражения от слоя, поэтому малая 
часть энергии волны проникает в глубокие об-
ласти. Приповерхностный слой порядка глубины 
проникновения c 22/  p  с измененной плаз-
менной частотой в основном формирует коэф-
фициент отражения, а в большей части толстого 
слоя обычно реализуется почти линейный режим.

Для спектрально узких ВП наиболее интере-
сен случай ω0 > ωp, такой, что сильная волна повы-
шает плазменную частоту примерно до несущей 
ω0 , при этом низкочастотная часть ВП туннели-
рует, а высокочастотная – распространяется. При 
условии ω0 ≈ ωp  затухание играет существенную 
роль. Рассмотрим случай 22

cp   . Для 
него 2/  nn . Сильная волна затухает на 
достаточно большом участке слоя, постепенно 
переходя в линейный режим с малыми потерями, 
при этом нелинейные свойства проявляются су-
щественно в замедлении переноса энергии (см. 
рис. 5). В линейном случае можно использовать 
спектральный подход, поэтому нестационарная 
задача может быть легко решена, если известен 
коэффициент прохождения T(ω). Прошедший 
ВП получается Фурье-обращением величины 
T(ω)Ex(ω).

Заключение

Рассмотрена модель холодной плазмы без 
распределения электронов по энергиям, плаз-
менная частота которой функционально зависит 
от усредненного квадрата поля. Получены новые 

М. В. Давидович. Нелинейное туннелирование электромагнитной волны через слой плазмы
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нелинейные стационарные и нестационарные 
интегральные уравнения в форме Липпмана – 
Швингера, в том числе и стационарные уравне-
ния для гармоник. Приведены результаты для 
нелинейных и линейных задач: расчеты полей, 
времен туннелирования через плазменный слой, 
генерации третьей гармоники. Динамика ЭМВ 
через нелинейную среду может быть определена 
интегрированием волнового уравнения, т.е. путем 
решения задач типа Коши с применением числен-
ных подходов типа неполного метода Галеркина 
и ряда других [25, 26], но полученные ИУ дают 
более эффективные и удобные методы решения. 
Они могут быть использованы при моделирова-
нии прохождения импульсов через ионосферную 
плазму и твердотельные структуры. Полученные 
уравнения применимы и к сильным широкопо-
лосным ВП. 

Приведенные выше результаты опровергают 
так называемые теории «сверхсветового туннели-
рования», включая эффект Хартмана о насыщении 
времени туннелирования с ростом толщины d 
[27‒31]. На самом деле этот эффект является лег-
ко объяснимым парадоксом [28]: фазовое время 
Бома –Вигнера, или время групповой задержки 
для ЭМВ и квазимонохроматических ВП можно 
использовать только для распространяющихся 
волн в структурах, где можно пренебречь отра-
жениями, а диссипация слабая. В случае туннели-
рования при слабой диссипации k' и k'' меняются 
местами по сравнению с распространением, и 
групповая задержка неприменима. Туннелиро-
вание возможно и через фотонный кристалл со 
слабой диссипацией, если спектр попадает в зону 
нераспространения (bandgap). В формировании 
такой зоны участвуют брегговские отражения, а 
структура работает как заграждающий фильтр. В 
полосе заграждения фильтра групповую задержку 
использовать нельзя: она может стать малой или 
даже отрицательной. Экспериментально такое 
туннелирование исследовалось в ряде работ, в 
частности, проводились эксперименты в Беркли 
(см., например, [32, 33]), где был использован 
двухфотонный распад фотона удвоенной ча-
стоты (или параметрическое преобразование с 
понижением частоты) в нелинейном кристалле 
с образованием двух ВП. Прошедший среду 
ВП интерферировал с базовым («родительским 
фотоном») в HOM-интерферометре. Однако про-
шедший слой вещества ВП не являлся «исходным 
фотоном»: он взаимодействовал с веществом с 
образованием квазифотонов. Соответственно 
неприменимы интерференционные методы ре-

гистрации. Если структура нелинейная, ЭМВ 
изменяет запрещенную зону, увеличивая разно-
образие эффектов для отраженной и прошедшей 
волн, что легко достижимо при использовании 
полупроводниковых слоев. Основной вывод для 
туннелирования можно сформулировать так: 
нелинейное туннелирование есть процесс более 
медленный, чем линейное, которое также идет 
с досветовой скоростью, при этом коэффициент 
нелинейного туннелирования падает.
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