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Аннотация. Рассмотрен кольцевой генератор с тремя линейными колебательными контурами в цепи обратной связи и нелинейным 
усилителем. Выведены уравнения генератора, представлены результаты численного моделирования, описаны результаты бифур-
кационного анализа. Установлено, что добавление колебательных контуров в цепь обратной связи классического генератора Ван 
дер Поля приводит к появлению квазипериодических и хаотических режимов, к появлению мультистабильности. В рассмотренном 
трёхмодовом генераторе выявлен бифуркационный механизм формирования мультистабильности, который определяется двумя 
последовательными суперкритическими бифуркациями Андронова – Хопфа состояния равновесия и субкритической бифуркацией 
Неймарка – Сакера седлового предельного цикла. 
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Abstract. Background and Objectives: Studying the dynamical mechanisms of the emergence of nonlinear phenomena that are char-
acteristic for multimode self-oscillating systems consisting of interacting oscillators and an ensemble of passive oscillators or representing 
active nonlinear systems with complex feedback channels is an important urgent task. The simplest example of a self-oscillating system with 
a complex feedback is the well-known classical van der Pol oscillator with an additional linear oscillatory circuit included in the feedback chan-
nel. We investigate the behavior of the multimode system increasing the number of oscillatory circuits in the oscillator’s feedback loop. The 
research in this paper can help to better understand the mechanisms of multistability formation in infinite-dimensional self-oscillating systems 
such as a generator with delayed feedback and a generator with distributed feedback. Materials and Methods: The system equations were 
derived for the electronic scheme of the self-oscillating system. To describe the existing dynamic modes by numerical simulation methods, 
the projections of the phase portraits and the Poincare sections were obtained. To study the mechanisms of formation of multistable states, 
the bifurcation analysis methods were used. Results: It was found that the mechanism underlying the multistability formation is based on 
a sequence of two supercritical Andronov – Hopf bifurcations and a subcritical Neymark – Saker bifurcation. Therefore, the multistability 
emerges as a result of gaining stability by the unstable limit set that existed before the multistability appears. Conclusion: The discovered 
mechanism of multistability formation opens up wide possibilities for managing the multistability, which are inaccessible for systems in which 
the multistability is realized through tangential bifurcations. In contrast to the tangential bifurcation, the subcritical Neymark – Sacker bifurca-
tion assumes the existence of a limit cycle both before and after the bifurcation. Thus, it is possible to use a wide range of methods and tools 
to stabilize saddle limit cycles in order to control the boundaries of the multistability region in the space of control parameters of the system.
Keywords: self-oscillations, multistability, multistability formation, dynamic chaos, multimode ring oscillator
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Введение

Автоколебательные системы – это нели-
нейные диссипативные динамические системы, 
демонстрирующие незатухающие во времени 
колебания [1]. Поддержание автоколебаний воз-
можно только при условии выполнения баланса 
между энергией, вносимой в систему, и энергией, 
рассеиваемой в ней. Это осуществляется за счет 
сил, зависящих от состояния движения самой 
системы [1, 2]. Во многих случаях такой механизм 
сохранения динамического баланса в среднем 
на характерном интервале времени осущест-
вляется с помощью обратной связи. Свойства и 
конкретные особенности каналов обратной связи 
могут существенно влиять на поведение автоко-
лебательной системы. Простейшим примером 
автоколебательных систем со сложной обратной 
связью является хорошо известная классиче-
ская двухмодовая автоколебательная система, 
представляющая собой генератор Ван дер Поля 
с дополнительным линейным колебательным 
контуром, включенным в цепь обратной связи 

[3]. Недавно было показано [4, 5], что в такой 
системе при вариации управляющих параметров 
могут наблюдаться периодические и квазипери-
одические автоколебания, переход к хаосу через 
удвоения торов. 

В данной статье рассматривается кольцевой 
генератор с нелинейным усилителем и тремя 
линейными колебательными контурами в цепи 
обратной связи. При исследовании динамической 
системы использовалось программное обеспече-
ние XPPAUT [6]. 

1. Исследуемая система. 

Структурная схема и уравнения генератора

Исследуемая в данной работе динамическая 
система представляет собой генератор Ван дер 
Поля [7], в цепь обратной связи которого внесе-
ны два дополнительных колебательных контура. 
Структурная схема такого трёхмодового кольце-
вого генератора представлена на рис. 1. 

Используя законы Кирхгофа, для неё можно 
получить следующие уравнения: 

(1)
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Здесь x, x1, x2, y, y1, y2 ‒ динамические переменные; 
λ ‒ параметр возбуждения; α ‒ параметр диссипации; 
β ‒ параметр нелинейности; γ ‒ коэффициент связи; 

p ‒ параметр расстройки. Нормированные пере-
менные и параметры системы связаны с напряже-
ниями и параметрами схемы следующим образом: 

Рис. 1. Структурная схема трёхмодового генератора. A ‒ нелинейный усилитель, управляющая харак-
теристика которого задана функцией Ia = S0u ‒ S1u3 

Fig. 1. Block scheme of a three-mode generator. A is a nonlinear amplifi er, which is determined by the control 
characteristic Ia = S0u ‒ S1u3

Отметим, что при выводе уравнений предполага-
лось, что собственные частоты в первом и третьем 
осцилляторе одинаковые, ёмкости конденсаторов, 
коэффициенты диссипации и коэффициенты 
связи равны. Кроме того, имеется еще одно огра-
ничение на параметр p, которое возникает из-за 
перехода к нормированному времени. Поскольку τ 
должно быть положительной величиной, то пара-
метры γ, p могут меняться только в ограниченном 

диапазоне значений: 0 < p < . В дальнейшем 

мы полагаем γ = 0.2 и p < 2, что не противоречит 
указанному ограничению.

2. Динамика трёхмодового кольцевого

генератора. Характерные режимы

и мультистабильность

Рассмотрим поведение системы в зависимо-
сти от λ при фиксированных значениях α = 0.01, 
β = 1.0, γ = 0.2, p = 0.85. При недостаточной подкачке 
энергии в генераторе отсутствуют автоколебания, 

в фазовом пространстве в начале координат суще-
ствует устойчивый фокус (рис. 2, a). С увеличени-
ем λ в системе возникает устойчивый предельный 
цикл (рис. 2, б). При дальнейшем увеличении λ 
периодические колебания сменяются квазипери-
одическими с двумя частотами, образом которых 
в фазовом пространстве является двумерный тор 
(рис. 2, в). Затем происходит последовательность 
удвоений тора (рис. 2, г, д), завершающаяся фор-
мированием хаотического аттрактора (рис. 2, е). 
Следует отметить, что в данном случае хорошо 
различимыми по сечениям Пуанкаре являются 
первые две бифуркации удвоения торов. В данной 
работе не ставилась задача о точном определении 
числа удвоений в разных сечениях простран-
ства управляющих параметров с привлечением 
более тонких методов анализа. Трёхмодовый 
генератор демонстрирует мультистабильность. В 
фазовом пространстве сосуществуют устойчивые 
предельные циклы (рис. 3, a), устойчивые дву-
мерные торы (рис. 3, б), хаотические аттракторы 
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(рис. 3, в). В системе возбуждаются два разных 
автоколебательных режима, которые отличаются 
друг от друга сдвигами фаз между колебаниями в 
осцилляторах цепочки обратной связи. В одном 
случае они близки к синфазным, а в другом – к 
противофазным. Первый случай соответствует 
рождению предельного цикла С1 (см. рис. 3, a), а 
второй – рождению цикла С2 (см. рис. 3, a). 

На основе каждого из циклов при вариации 
управляющих параметров формируется своё се-
мейство аттракторов, которые сосуществуют в фа-
зовом пространстве, образуя мультистабильность. 
Генератор является мультистабильным в интервале 
значений параметра p примерно от 0.8 до 1.3.

3. Бифуркационный анализ формирования

мультистабильных состояний

Зафиксируем параметры λ = 0.07, α = 0.01, 
γ = 0.2, β = 1.0 и проследим за бифуркациями 

состояния равновесия и предельных циклов при 
вариации расстройки в интервале )0.2,0.0(p . На 
рис. 4 представлена бифуркационная диаграмма. 
При p < 0.263 в фазовом пространстве существует 
устойчивое состояние равновесия E. Оно харак-
теризуется шестью собственными значениями, 
действительные части которых меньше нуля. При 
переходе через точку p = 0.263 действительные 
части одной пары комплексно-сопряженных 
собственных значений из отрицательных стано-
вятся положительными, происходит бифуркация 
Андронова ‒ Хопфа (AH11), в результате которой 
в окрестности неподвижной точки E рождается 
устойчивый цикл C1.

При небольшой надкритичности, по мере 
увеличения параметра расстройки радиус пре-
дельного цикла растёт. Далее по параметру, 
с превышением значения p = 0.676 одна пара 
мультипликаторов предельного цикла C1 выходит 

a) b) c) 

Рис. 2. Проекции фазовых портретов (обозначены серым цветом) и сечения Пуанкаре (обозначены черным цветом) при 
фиксированных значениях параметров α = 0.01, β = 1.0, γ = 0.2, p = 0.85 в зависимости от параметра возбуждения: а – 
λ = 0.01 ‒ устойчивый фокус, б – λ = 0.04 ‒ предельный цикл, в ‒ λ = 0.08 ‒ двумерный тор; г – λ = 0.14 ‒ двухобходный 

двумерный тор; д – λ = 0.1474 ‒ четырехобходный двумерный тор; е – λ = 0.1485 ‒ хаотический аттрактор
Fig. 2. Projections of the phase portraits (grey color) and the Poincare sections (black color) for fi xed values of the parameters 
α = 0.01, β = 1.0, γ = 0.2, p = 0.85 versus the excitation parameter: a – λ = 0.01 ‒ stable focus, b – λ = 0.04 ‒ limit cycle, 
c – λ = 0.08 ‒ two-dimensional torus; d – λ = 0.14 – doubled two-dimensional torus; e – λ = 0.1474 – quadrupled two-

dimensional torus; f – λ = 0.1485 ‒ chaotic attractor

а/a б/b в/с

г/d д/e е/f
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b) c)

Рис. 3. Проекции аттракторов, сосуществующих в фазовом пространстве при α = 0.01, β = 1.0, γ = 0.2, p = 0.98 и разных 
значениях λ: а – предельные циклы C1 и C2 при λ = 0.07, б – торы T1 и T2 при λ = 0.18, в – хаотические аттракторы 

CA1 и CA2 при λ = 0.255
 Fig. 3. Projections of the attractors coexisting in the phase space at α = 0.01, β = 1.0, γ = 0.2, p = 0.98 and different values 

of λ: a – limit cycles C1 and C2 at λ = 0.07, b – tori T1 and T2 at λ = 0.18, c – chaotic attractors CA1 and CA2 at λ = 0.255

Рис. 4. Однопараметрическая бифуркационная диаграмма в зависимости от параметра p при фиксиро-
ванных значениях λ = 0.07, α = 0.01, γ = 0.2, β = 1.0. По оси ординат отложено максимальное значение 

динамической переменной x 
Fig. 4. Bifurcation diagram versus the natural frequency mismatch parameter at λ = 0.07, α = 0.01, γ = 0.2, 

β = 1.0. The ordinate is the maximum value of the dynamical variable x

за пределы единичной окружности, происходит 
суперкритическая бифуркация Неймарка – Сакера 
(NS1sup). Цикл C1 становится седловым, а в его 
окрестности рождается устойчивый двумерный 
тор T1. Он существует до значения p = 0.781. При 
подходе к этой точке тор T1 стягивается к циклу 
C1. За этой точкой квазипериодические колеба-
ния не наблюдаются, предельный цикл C1 вновь 

становится устойчивым, пара комплексно-сопря-
женных мультипликаторов входит в единичную 
окружность. То есть при обратном движении по 
параметру в точке p = 0.781 происходит суперкри-
тическая бифуркация Неймарка – Сакера.

Цикл C1 наблюдается в устойчивом виде до 
значения p = 1.081. Выше него пара комплексно-
сопряженных мультипликаторов выходит за еди-

а/a б/b в/c
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ничную окружность. Цикл становится седловым, 
но устойчивый двумерный тор не рождается в его 
окрестности. При обратном движении по параме-
тру в точке p = 1.081 происходит субкритическая 
бифуркация Неймарка – Сакера. Из седлового 
цикла рождается седловой тор, предельный 
цикл становится устойчивым. При дальнейшем 
увеличении p от 1.081 до 1.224 седловой цикл  
C1 уменьшается, он стягивается к седловому со-
стоянию равновесия E и влипает в него. Однако 
состояние равновесия E остаётся неустойчивым. 
При обратном движении по параметру, при пере-
ходе через точку p = 1.224 происходит супер-
критическая бифуркация Андронова – Хопфа, 
из седлового состояния равновесия рождается 
седловой предельный цикл.

Кроме двух описанных бифуркаций Андро-
нова – Хопфа в точках p = 0.263 и p = 1.224 со-
стояние равновесия E претерпевает еще одну би-
фуркацию, которая ведёт к формированию муль-
тистабильности. После первой суперкритической 
бифуркации Андронова – Хопфа AH11 состояние 
равновесия E является седловым: действительные 
части двух его собственных значений из шести 
‒ положительные, остальные ‒ отрицательные. 
При достижении параметром p значения 0.900, 
состояние равновесия E претерпевает вторую 
суперкритическую бифуркацию Андронова ‒ 
Хопфа AH2. В результате этой бифуркации точка 
E теряет устойчивость еще по двум собственным 
направлениям, а в её окрестности рождается сед-
ловой предельный цикл C2. Он увеличивается в 
размерах по мере увеличения p и в точке NS2sub 
при p = 0.946 претерпевает субкритическую би-
фуркацию Неймарка – Сакера. Из седлового цик-
ла C2 рождается седловой тор, а C2 в результате 
данной бифуркации приобретает устойчивость. 
Система становится бистабильной: в фазовом 
пространстве, помимо ставшего устойчивым C2, 
уже существует устойчивый предельный цикл C1. 
Дальнейший рост p ведет к суперкритической би-
фуркации Неймарка – Сакера NS2sup устойчивого 
предельного цикла C2 при p = 1.272, в результате 
которой в его окрестности рождается устойчивый 
двумерный тор T2.

Таким образом, в системе (1) реализуется 
механизм формирования мультистабильности, 
основанный на последовательности двух супер-
критических бифуркаций Андронова – Хопфа и 
субкритической бифуркации Неймарка – Сакера. 

Заключение

Рассмотренный в данной работе кольцевой 
генератор с тремя колебательными контурами 
в канале обратной связи представляет собой 
естественное усложнение классических базовых 
систем теории колебаний – генератора Ван дер 
Поля и генератора Ван дер Поля с дополнитель-
ным колебательным контуром. Наличие дополни-
тельного линейного осциллятора в цепи обратной 
связи генератора Ван дер Поля обеспечивает 
реализацию хаотической динамики. Добавление 
еще одного линейного осциллятора в цепь обрат-
ной связи (система (1)) ведёт к добавлению еще 
одного семейства сосуществующих автоколеба-
тельных режимов, также эволюционирующего 
до хаотического аттрактора через разрушение 
квазипериодических колебаний. В результате 
наблюдаются разнообразные мультистабильные 
состояния – и периодические, и квазипериодиче-
ские, и хаотические. Возникновение мультиста-
бильности обусловлено особым бифуркационным 
механизмом, не подразумевающим возникнове-
ния пар предельных множеств в результате сед-
ло-узловых бифуркаций. В исследуемой системе 
возникновение мультистабильности обусловлено 
двумя последовательными суперкритическими 
бифуркациями Андронова – Хопфа состояния 
равновесия, в результате которых рождается 
устойчивый и седловой предельный цикл, и одной 
субкритической бифуркацией Неймарка – Саке-
ра, в результате которой седловой предельный 
цикл становится устойчивым. Следует отметить, 
что бифуркационный механизм формирования 
мультистабильности в рассмотренном генераторе 
с тремя колебательными контурами в цепи об-
ратной связи является таким же, как и бифурка-
ционный механизм явления затягивания частоты 
в генераторе Ван дер Поля с дополнительным 
колебательным контуром, что было выявлено в 
работе [5].
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