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По имеющимся представлениям изменения волновой функции квантовых частиц вполне 
исчерпываются непрерывной детерминированной эволюцией согласно уравнению Шре-
дингера и мгновенной вероятностной редукцией к одной из собственных функций опера-
тора измеряемой величины при разрушающих измерениях, а также неполной редукцией с 
временной динамикой при слабых измерениях. В данной статье предложена динамическая 
модель, согласно которой и при сильном измерении переход  в собственное состояние 
в общем случае происходит за некоторый короткий промежуток времени. В частности, 
обнаруживают временную динамику измерения координаты одной из запутанных частиц 
и корреляции в распределении вероятностей для координат этих частиц. При этом после 
измерения корреляция быстро утрачивается.
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Введение

Движение вектора (волновой функции) в пространстве состояний 
квантового объекта подчиняется в отсутствие измерений уравнению 
Шредингера и носит непрерывный детерминированный характер. 
Измерения влияют на измеряемую систему и могут быть сильными,  
полностью разрушая ее путем мгновенной вероятностной редукции 
к одному из собственных состояний измеряемой величины [1–4]. В 
случае слабых измерений, когда отдельный акт взаимодействия с из-
мерительным прибором недостаточен для необратимого изменения 
состояния, повторные акты измерения делают его динамическим 
процессом, в котором вероятностный отбор результатов измерения 
классическим прибором может происходить в конце процесса. При 
этом природа и вопрос описания такого отбора не совсем ясны и 
являются предметом для дискуссий [5]. Результат разрушающего из-
мерения описывается с помощью проективного постулата, согласно 
которому классический прибор регистрирует собственные состояния 
квантового объекта, с вероятностью, определяемой квадратом модуля 
амплитуды вероятности перехода – скалярного произведения векторов 
конечного и исходного состояний [1–3]. При этом измерение можно 
рассматривать также как один из способов приготовления нового 
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квантового состояния [4]. Однако процесс непре-
рывного наблюдения квантовой системы в течение 
определенного  отрезка времени нельзя свести к 
серии последовательных кратковременных проек-
тивных измерений [2]. Особый случай возникает 
при измерении над одной из частиц в системе двух 
частиц, разлетевшихся на значительное расстоя-
ние из точки взаимодействия между ними. Такие 
частицы описываются единой волновой функци-
ей, которая не может быть представленной отдель-
ными волновыми функциями каждой из частиц, 
и тем самым частицы находятся в запутанном 
состоянии. При измерении над одной из частиц 
эта частица переходит в новое состояние, а другая 
частица переходит в состояние, коррелированное 
с состоянием первой частицы. Такая нелокальная 
корреляция, не вызванная никаким силовым по-
лем локального взаимодействия, парадоксальна 
[6], но имеет убедительное теоретическое [7] и 
экспериментальное [8] обоснование. Мгновенная 
корреляция подталкивает к мысли о распростра-
нении со сверхсветовой скоростью, но авторы 
решающего эксперимента по квантовой корре-
ляции специально предостерегали от попыток 
искать в ней основу для поиска возможных путей 
превышения скорости света [8]. Запрет на превы-
шение скорости света в квантовых корреляциях 
формулируют по-разному, например, указанием на 
то, что для их обнаружения необходима  связь по 
классическому каналу [9], или на то, что волновая 
функция является чистой информацией, не пере-
носящей физических взаимодействий [10]. Также 
показано, что при измерении разных величин для 
одной из запутанных частиц матрица плотности 
другой частицы остается одной и той же [2]. Что 
касается динамических моделей измерений, то 
они в большей мере рассматриваются в связи 
со слабыми измерениями, описание которых 
не требует проективного постулата и которые 
ценны тем, что могут быть неразрушающими, 
а также прослеживать динамику переходов [5]. 
В данной работе предложена динамическая 
модель проективного измерения с использо-
ванием численного решения нестационарного 
уравнения Шредингера  и приведены примеры 
динамического измерения координат, в том числе 
в запутанной паре частиц. 

Динамическая модель измерения координат

квантовой частицы

В рамках формализма квантовой механики из-
мерение является проектированием вектора состо-
яния   на вектор собственного состояния n  

оператора наблюдаемой величины с вероятно-
стью, определяемой квадратом модуля скалярного 
произведения этих векторов: 

2 2
n n np c    

[1, 2]. Амплитуду вероятности перехода в соб-
ственное состояние будем рассматривать как 
складывающуюся из элементарных амплитуд ndc
перехода через состояния с различными коорди-
натами,    * , ,n n ndc t t d    x x dx x x x , 
в соответствии с фейнмановской интерпретацией 
волновой функции [3]. В последнем выражении 
функцию    * , ,n t t   x x

 
можно считать, по-

сле нормировки, волновой функцией частицы 
в начальный момент редукции к случайно ото-
бранному собственному состоянию  ,n x t . Для 
описания измерения координаты рассмотрим 
вместо  оператора координаты пленение части-
цы в потенциальный ящик. Полагаем, что захват 
совершается с такой вероятностью оказаться в 
пределах ящика, которая определяется волновой 
функцией в отсутствие ящика, и захват сопро-
вождается обнулением волновой функции вне 
ящика и ее нормировкой в пределах ящика. Таким 
образом, после пленения волновая функция может 
рассматриваться в базисе стационарных функций 
в ящике. При этом в расчетах можно считать, 
что стенки ящика непроницаемы. Это прибли-
жение оправдано тем, что энергия 2 2 2E k m   
частицы с массой m определяется волновыми 
векторами, компоненты которых при больших 
значениях глубины ящика U даются выражением 

 2 21 2Lk n L mUL n L    , где L – длина 
ребра [4]. Эти волновые числа соответствуют 
нулевым значениям стационарных волновых 
функций на границах. Естественно считать, что 
переход к состоянию с определенной энергией 
одновременно является измерением координаты 
с точностью до размеров ящика. Если в той обла-
сти пространства, где локализована и отлична от
нуля функция стационарного состояния  ,n t x ,
волновая функция частицы почти однородна, 
 ,t a x , то немедленно после проектирова-

ния устанавливается равенство na  , т. е. 
происходит мгновенный переход в стационарное 
состояние, как и предполагает проективный по-
стулат. Иная ситуация возникает, если волновая 
функция частицы  ,t x  сосредоточена в вол-
новом пакете, узком по сравнению с областью 
локализации функции  ,n t x  стационарного 
состояния. В этом случае переход к волновой 
функции стационарного состояния происходит, по 
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предлагаемой динамической модели, путем мно-
жества последовательных изменений во времени 
согласно уравнению Шредингера, с обнулением 
мнимой части функции. Такое предположение 
соответствует тому, что классическому прибору 
доступны для измерения лишь стационарные 
состояния, характеризуемые волновыми функ-
циями, которые могут считаться вещественными, 
так как имеют однородную в пространстве фазу. 
В основном стационарном состоянии частицы 
энергия движения вдоль ребра ящика равна

2 2 22 2 /E m L T       .  Поэтому  пе-
риод изменения фазы стационарной волновой 
функции является величиной одного порядка с 

24 /T mL    и быстро уменьшается при умень-
шении ошибки измерения L. Это означает, что 
процессы, совершающиеся за промежутки вре-
мени, соизмеримые с периодом T, практически 
мгновенны. Рассмотренные ниже вычисления 
показывают, что редукция к основному стацио-
нарному состоянию частицы в  ящике может про-
исходить как раз в таких временных масштабах. 

Запишем нестационарное уравнение Шре-
дингера в удобном для целей статьи виде [11],

   i H t t
t
 




,                   (1)

и примем единицы измерения, в которых гамиль-
тониан частицы, свободной в пределах ящика, 
равен   2H t   . Решение уравнения (1)

   
      

0
0exp

t

t
t i H t dt t    

        
(2)

на временной сетке kt k , k = 0,1,..., K, K t  ,
можно получить численно, пользуясь схемой 
Кранка – Николсона [11]

      1/ 2 11 2 ,k ki H t t   x

      1/ 21 2 ,k ki H t t   x .           (3)

Умножая уравнения (3) на весовую функцию 
координат в соответствии с методом Галеркина,  
нетрудно преобразовать их к слабой форме и 
получить решение методом конечных элементов, 
например в среде системы FreeFem++ [12].

Для  час тицы  в  двумерном  ящике 
 1 1 2 20 , 0x L x L    , в соответствии с урав-
нением 

 
2 2

1 22 2
1 2

, ,i x x t
t x x
 

  
     

,      (1a)

волновая функция основного стационарного со-
стояния имеет вид

 11 1 2, ,x x t 

       1 2 1 1 2 22 sin sin expL L x L x L i t    ,  

   2 2
1 2L L    .               (4)

Это означает, что, полагая в расчетах ширину 
ящика 1 2L L L  , мы должны считать период из-
менения фазы волновой функции стационарного 
состояния равным 22 /T L   . На рис. 1, 2 пред-
ставлены результаты численного моделирования 
динамики измерения координат частицы путем 
пленения ее в двумерный ящик и возбуждения в 
нем основного стационарного состояния. Расчеты 
сделаны по схеме (3), адаптированной к пакету 
FreeFem++,  с временным шагом 0.001T  .
В качестве начального условия принимается 
амплитуда вероятности    * ,0 ,0n   x x . 
Периодически через определенное количество 

Рис. 1. Облака вероятностей при возбуждении основного состояния частицы в ящике из исходного 
однородного состояния. Моменты времени t/T’: а – 0, б – 0.04, в – 4.0

Fig. 1. Probability clouds upon the excitation of the ground state of a particle in a box from the initial homo-
geneous state. Time moments are t/T’: a – 0, b – 0.04, c – 4.0

а/a б/b в/c
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Рис. 2. Пример динамического возбуждения основного состояния частицы в ящике. Время t/T’: а – 0,  
б – 0.04, в – 4.0. Период стробирования Ts/T’ = 0.005

Fig. 2. Example of the dynamical excitation of the ground state of a particle in a box. Time moments are t/T’: 
a – 0, b – 0.04, c – 4.0. Gating period is Ts/T’ = 0.005

Рис. 3. Пример динамического возбуждения состояния (1–0) частицы в ящике. Моменты времени t/T’: 
а – 0, б – 0.02, в – 2.0. Период стробирования Ts/T’ = 0.005

Fig. 3. Example of the dynamical excitation of the (1–0)  state of a particle in a box. Time moments are t/T’: 
a – 0, b – 0.02, c – 2.0. Gating period is Ts/T’ = 0.005

временных шагов расчетной схемы мнимые части 
волновой функции исключаются (обнуляются) с 
последующей нормировкой. Эта процедура соот-
ветствует предположению о том, что в процессе 
элементарных воздействий прибора на кванто-
вый объект устанавливается некоторый средний 
интервал времени  между этими воздействиями. 
Таким образом, считается, что измерение осу-
ществляется «стробированием» с некоторым 
периодом ST . Этот период должен быть доста-
точно малым, чтобы измерение было практиче-
ски мгновенным в соответствии с проективным 
постулатом для разрушающего измерения. На 
рис.1 видно, что при однородном возбуждении 
спроецированная на основное состояние (4) 
волновая функция   *

11 1 2, , 1/x x t L   момен-
тально редуцируется к стационарной функции 
     1 22 sin sinL x L x L  . Однако на рис. 2 

приведен другой пример, в котором для перехода 
требуется некоторое время. Существенно, что это 
время соизмеримо с периодом изменения фазы 
стационарного состояния и практически прене-
брежимо мало при измерениях с малой ошибкой 
L. Пример динамического возбуждения в неос-
новное стационарное состояние при измерении 
координаты приведен на рис. 3. Контрольные 
расчеты методом конечных разностей для ча-
стицы в одномерном ящике показали подобные 
же результаты.

Динамика корреляций координат 

запутанных частиц

Двумерное уравнение Шредингера для од-
ной частицы (1а) может рассматриваться также 
как уравнение для волновой функции в конфи-
гурационном пространстве двух одномерных 

а/a б/b в/c

а/a б/b в/c
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частиц. Примем за первоначальное состояние 
этих частиц состояние с волновой функцией

      2 2
1 2 1 2 0, 1 expx x x x x      . (5)

Эта функция не разделяется по переменным 
1 2,x x , относящимся к разным частицам, и состо-

яние (5) является запутанным. В нулевом пределе 
параметра локализации 0   выражение (5) 
стремится к функции состояния Эйнштейна –
Подольского – Розена (ЭПР), явившегося первым 
классическим примером запутанного состояния 
для частиц, удаленных друг от друга на сколь угод-
но большое расстояние 0x  [6]. Для численного 
моделирования динамики измерения координаты 
одной частицы и корреляции ее состояния с состо-
янием другой частицы уравнение (1а) решалось 
в расчетной области  1 0 2 00 , 5x L x x x L      
конфигурационного пространства. В начальном 
условии (5) параметр локализации полагался рав-
ным 4L  . Параметр расстояния 0x  между ча-
стицами не влияет на результаты. Чтобы придать 
пленению первой частицы в ящик смысл измере-
ния координаты с точностью до L, накладывались 

Рис. 4. Распределение вероятностей в конфигурационном пространстве  
(x1, x2) двух запутанных частиц при измерении координаты x1 (по горизон-
тали) первой частицы. Моменты времени t/T: а – 0, б – 2.0, в – 2.1, г – 2.2, 
д – 2.3, е –2.4. Период стробирования Ts/T = 0.01. Второй кадр соответствует 

завершению проективного измерения
Fig. 4. Probability distribution in the confi guration space (x1, x2) of two entangled 
particles when measuring the coordinate x1 (horizontally) of the fi rst particle. Time 
moments are t/T: a – 0, b – 2.0, c – 2.1, d – 2.2, e – 2.3, f – 2.4.  Gating period 
is Ts/T = 0.01. The second frame corresponds to the completion of the projective 

measurement

нулевые условия на границах 1 0,x L . Рассчиты-
валась динамика волновой функции  1 2, ,x x t  от 
начального состояния, определяемого амплитудой 
вероятности    1 1 22 sin ,L x L x x   пере-
хода первой частицы в основное стационарное 
состояние. Временной шаг выбирался равным 

0.001 .T   Вторая частица не ограничена в сво-
ем движении, поэтому «стробирование» общей 
волновой функции можно считать измерением 
координаты первой частицы с погрешностью L и 
одновременным измерением второй координаты 
со сколь угодно большой погрешностью. Но это 
означает, как следует из предыдущего, что изме-
рение первой координаты уже произойдет, пока 
измерение второй координаты только начнется. 
В итоге можно считать, что «стробирование» 
общей волновой функции практически отно-
сится к измерению только для первой частицы. 
Как показывает рис. 4, выделяются две стадии в 
изменении волновой функции частиц: проектив-
ное измерение координаты первой частицы, при 
котором вторая частица остается на заданном 

а/a б/b в/c г/d д/e е/f
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расстоянии от первой, а также последующее за 
измерением расплывание распределения вероят-
ности координат второй частицы. 

Точнее, за время регистрации первой ча-
стицы на отрезке длиной L1 = L распределение 
вероятности по координате второй частицы 
расплывается очень медленно и остается отно-
сительно долго локализованным почти на такой 
же длине L2 = L , но после измерения это рас-
пределение быстро расплывается и корреляция в 
распределениях координат частиц утрачивается. 
Если детектор второй частицы установить в том 
месте, где плотность вероятности перед реги-
страцией первой частицы равна нулю, то в пер-
вые мгновения он не будет срабатывать.  Однако 
по мере расплывания плотности вероятности, 
особенно после измерения координаты первой 
частицы, появляется вероятность регистрации 
второй частицы и возможность одновременного 
срабатывания детекторов обеих частиц.

Заключение

По правилам соответствия между матема-
тическими объектами теории с экспериментом 
в квантовой механике наблюдаемые величины, 
измеряемые классическим прибором, должны 
быть вещественны. При этом, в согласии с про-
ективным постулатом, разрушающее измерение 
происходит теоретически мгновенно. В допол-
нение к этому в данной статье показано, что 
для измерения может понадобиться не один, а 
множество мгновенных измерительных актов 
перехода от комплексной функции к ее веще-
ственной части. Между этими актами волновая 
функция претерпевает временные изменения  
согласно уравнению Шредингера. В частности, 
подобная ситуация возникает при измерении 
координат  в системе запутанных частиц. При 
этом временные масштабы переходов доста-
точно малы, что и позволяет считать их теоре-
тически мгновенными и нелокальными.  Такая 
идеализация допустима и даже необходима. В 
классической механике и молекулярной физике 
считаются теоретически мгновенными упругие 
столкновения, а значения напряженностей в 
разных точках поля стоячей волны или в точках 

стационарного поля коррелированы, несмотря на 
отсутствие переноса энергии и импульса. С этой 
точки зрения квантовые корреляции результатов 
измерений в системе удаленных частиц вполне 
допустимо описывать как возникающие  мгно-
венно при измерении.

Таким образом, по результатам статьи, 
разрушающие квантовые измерения в общем 
случае имеют свою динамику в своем масшта-
бе времени, вполне оправдывающем постулат 
мгновенной редукции.
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Background and Objectives: There are a few different ways 
to change the quantum mechanical wave function. One is the 
continuous evolution according to the Schrodinger equation; the 
others are the collapse provided by strong measurements and 
the weak continuous measurement. The question arises: Can 
the strong measurement be considered as a dynamical process. 
Methods: To answer the question, a dynamic model is proposed 
to simulate numerically the measurement of the coordinates of 
quantum particles. By measuring the coordinate, we mean the 
capture of a particle in a narrow box and the excitation of the 
stationary wave function in it. We consider the amplitude of the 
probability of transition to a stationary state as a wave function, 
and the non-stationary Schrodinger equation is solved using this 
initial function. The transition to a stationary state was modeled 
as a gated process. Results and Conclusion: It is shown that 
when measuring coordinates, along with the instant collapse, there 
are cases when the measurement takes a short but finite time. In 
particular, the projective measurement of the coordinate of one of 
the entangled particles takes some time and is accompanied by the 
correlation in the probability density of the particles coordinates. 
Moreover, the correlation is lost over time. 
Keywords: quantum measurement, quantum correlation, entan-
glement state.
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