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Исследуются особенности полной и частотной синхронизации 
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ния мемристивных элементов двух генераторов. Исследуется 
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Введение

Динамические системы, содержащие мем-
ристивные элементы, то есть элементы, обла-
дающие «памятью», составляют особый класс 
динамических систем, которые могут быть на-
званы мемристивными системами. Примером 
мемристивного двухполюсника может служить 
мемристор Чуа (мемристивная проводимость 
или сопротивление в теоретической работе [1] 
реализуется на практике с помощью различных 
физических устройств [2–9]). Под мемристив-

ными элементами и устройствами в обобщенном 
смысле понимают двухполюсники с характери-
стикой вида:

,  ,

где х и y – некоторые переменные, соответ-
ствующие воздействию и отклику (например, 
ток и напряжение), а z – переменная, задающая 
мгновенное состояние мемристивного элемента. 
Характеристика мемристивного элемента GM 
(например, проводимость) в текущий момент 
времени зависит от переменной z(t), значение 
которой в данный момент времени связано со 
входной переменной y инерционно, т.е. зави-
сит от предыстории мемристора [10, 11]. Если 
уравнение мемристивной переменной имеет вид 
dz/dt = f (y), то 

,            (1)

т.е. состояние мемристивного элемента в момент 
времени t зависит от начального значения пере-
менной z(0) и «память» о начальном состоянии 
мемристивного элемента сохраняется бесконеч-
но долго. Такой мемристивный элемент можно 
назвать «идеальным». Реальные устройства не 
обладают бесконечно долгой памятью, однако 
при некоторых условиях влияние начального 
состояния может сохраняться на достаточно 
длительном времени. В «неидеальном» случае 
мемристивный элемент можно рассматривать как 
некоторую цепочку инерционной нелинейности. 
При соответствующем выборе характеристики 
она может существенно повлиять на динамику 
системы. Например, привести к возникновению 
динамического хаоса, как это имеет место в 
радиотехническом генераторе с инерционной 
нелинейностью Анищенко – Астахова [12].

Мемристивные системы изучались в работах 
[13–22], в которых были описаны особенности 
их динамики. Наличие идеальных мемристивных 
элементов в ряде случаев приводит к возникно-
вению в фазовом пространстве динамической 
системы многообразий, состоящих из точек 
равновесия и замкнутых орбит. Они не явля-
ются изолированными и образуют непрерыв-
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ное инвариантное множество притягивающих 
траекторий, т.е. притягивающее предельное 
множество. Оно является аттрактором системы, 
но не обладает всюду плотной траекторией. 
Особенности поведения динамических систем с 
такими притягивающими множествами описаны 
в [13, 14, 17, 20–22].

В ряде работ были установлены и исследо-
ваны эффекты синхронизации в мемристивных 
системах [18, 23–28]. При исследовании син-
хронизации можно выделить следующие виды 
мемристивных взаимодействующих систем: 
«обычные» системы (например, периодические 
генераторы ван дер Поля и ФитцХью – Нагумо 
или генераторы хаоса, такие как осцилляторы Ло-
ренца), связанные через мемристивные элементы 
[23–28]; мемристивные системы с обычной рези-
стивной или иной немемристивной связью [18, 
29–31] и мемристивные системы с мемристивной 
связью. Последний случай, насколько нам из-
вестно, пока еще не рассматривался. Большое 
количество статей посвящено синхронизации 
искусственных мемристивных нейронных се-
тей [29–35], в которых определяются условия 
их полной или запаздывающей синхронизации.

В мемристивных системах синхронизация 
колебаний имеет особенности, однако полное 
описание этих особенностей до настоящего 
времени отсутствует. В целом синхронизация 
мемристивных систем еще недостаточно иссле-
дована. Особенно это касается синхронизации 
мемристивных генераторов, как идентичных, так 
и с расстройкой частот.

В настоящей работе исследуются два рези-
стивно связанных генератора, содержащих мем-
ристивные проводимости. Рассматривается как 
полная синхронизация идентичных генераторов, 
так и синхронизация частот в генераторах с рас-
стройкой. Выявляются особенности эффектов син-
хронизации, связанные с мемристивным характе-
ром парциальных систем. Анализируется влияние 
«неидеальности» мемристивных элементов и дли-
тельность процессов установления в этом случае.

1. Исследуемая модель 

В данной работе рассматриваются два мем-
ристивных генератора, взаимодействующих 
через обычную проводимость (диссипативная 
связь). Парциальные мемристивные генераторы 
представляют собой LCR-контуры с постоян-
ной отрицательной проводимостью и с мем-
ристивной проводимостью. Отдельно взятый 
подобный генератор подробно описан в работах 

[20–22]. Было показано, что в случае мемри-
стивной проводимости с «идеальной памятью» 
такой генератор обладает линией равновесий 
и демонстрирует бифуркации при постоянных 
параметрах системы и изменении начальных 
условий (так называемые бифуркации без па-
раметров [36]). Притягивающее предельное 
множество в фазовом пространстве системы в 
колебательном режиме представляет собой объ-
единение двумерной поверхности, состоящей из 
непрерывного множества замкнутых траекторий 
и двух полупрямых, образованных устойчивыми 
точками равновесия.

Уравнения системы двух связанных мем-
ристивных генераторов (рис. 1) в безразмерных 
переменных имеют вид:

      (2)

Переменные x1, x2 представляют собой норми-
рованные напряжения на конденсаторах C1 и 
C2; y1, y2 – токи через индуктивности L1 и L2; 
z1, z2 – переменные, управляющие мемристив-
ными проводимостями (мемристивные перемен-
ные). В соответствии с [1] их можно понимать как 
нормированные магнитные потоки. В реальных 
мемристивных устройствах эти переменные 
имеют другой физический смысл. Например, 
в полупроводниковых мемристорах они могут 
означать толщину слоя с высокой концентрацией 
миграционных примесей [2]. Парциальные гене-
раторы полагаются идентичными за исключени-
ем расстройки частот. Этого можно добиться, 
если все элементы двух генераторов (см. рис. 1) 
выбрать одинаковыми за исключением индуктив-
ностей, отношение которых определяет отноше-
ние частот генераторов. Уравнения системы (2) 
содержат следующие безразмерные параметры: 
k – коэффициент, регулирующий силу связи; 

 – коэффициент частотной 
расcтройки; β = 0.035 – параметр, определяемый 
величиной отрицательного сопротивления.

Будем полагать, что зависимость мемри-
стивных проводимостей от переменных z1 и 
z2 задается одной и той же гладкой функцией 
G(z) = a + bz2, где a = 0.02, b = 0.8. Уравнения, 
описывающие динамику мемристивных перемен-
ных, в общем случае содержат малый параметр 
δ, который определяет «неидеальность» мемри-
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стивных элементов. В реальных мемристорах 
«неидеальность» является следствием процесса 
диффузии носителей заряда в активном слое 
[37, 38]. Равенство δ = 0 соответствует «иде-
альному» мемристору. При этом в фазовом про-
странстве системы (2) существует инвариантное 
многообразие (плоскость) E, состоящее из точек 
равновесия с координатами x1,2 = 0, y1,2 = 0, и 
произвольными z1 и z2. При фиксированных зна-
чениях параметров часть плоскости состоит из 
устойчивых точек, а часть – из неустойчивых. В 
результате потери устойчивости точками равно-
весия в парциальных генераторах возникают 
колебания. При этом, как и в отдельно взятом 
мемристивном генераторе, в системе (2) будет 
существовать множество различных фазовых 
траекторий, соответствующих установившемуся 
режиму, характеристики которых непрерывным 
образом зависят от начального состояния.

«Неидеальные» мемристоры (δ ≠ 0) играют 
роль инерционных нелинейных элементов, кото-
рые не являются в строгом смысле мемристив-
ными, так как начальные значения переменных 
z1,2(0) со временем перестают влиять на значения 
проводимостей G(z1,2(t)). В результате исчезает 
многообразие точек равновесия. При опреде-
ленной связи можно ожидать синхронизацию 
колебаний взаимодействующих мемристивных 
систем. Рассмотрим эффекты полной и частот-
ной синхронизации колебаний в системе (2), а 
также исследуем влияние параметра δ на явление 
синхронизации.

2. Полная синхронизация идентичных

мемристивных генераторов

Полная (синфазная) синхронизация коле-
баний имеет место в полностью идентичных 
взаимодействующих системах и означает, что со-
ответствующие фазовые траектории, принадлежа-

Рис. 1. Радиотехническая схема исследуемой системы двух диссипативно свя-
занных мемристивных генераторов

Fig. 1. Schematic circuit diagram of the studied system of two dissipatively coupled 
memristive self-oscillators

щие инвариантному многообразию (симметрич-
ному подпространству) S: x1 = x2 = x, y1 = y 2 = y, 
z1 = z2 = z, являются устойчивыми относительно 
возмущений, трансверсальных к этому много-
образию. Полагая в уравнениях (2) x1 = x, y1 = y, 
z1 = z, x2 = x + u, y2 = y + v, z2 = z + w и расклады-
вая правые части уравнений в ряд в окрестности 
значений x, y, z по малым приращениям u, v, w, 
ограничиваясь первым порядком малости, мож-
но получить уравнения для малых возмущений 
u, v, w:

      (3)

где Gz(z) = dG(z)/ds. Поведение возмущений во 
времени, рассчитанное вдоль траектории, при-
надлежащей инвариантному многообразию S, 
характеризует устойчивость или неустойчивость 
этой траектории в направлениях, трансверсаль-
ных S. Если мемристоры являются «идеальными» 
(δ = 0), то из уравнений (2) следует, что значение  
z для решения, принадлежащего многообразию S, 
в любой момент времени t зависит от начального 
значения z(0). Действительно 

              (4)

Переменные x(t) и y(t) также зависят от на-
чальных условий. Таким образом, параметры 
системы (3) и условия устойчивости траекто-
рии в инвариантном многообразии S зависят 
от начальных условий. Выход на ту или иную 
траекторию, лежащую в S, зависит от коорди-
нат начальной точки, особенно от начальных 
значений мемристивных переменных z1(0) =
= z2(0) = z(0). При δ > 0 решение уравнения для 
z в S имеют вид: 
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     (5)

Влияние начального значения z(0) в этом случае 
экспоненциально убывает, и скорость «забыва-
ния» характеризуется величиной δ. Непрерывная 
зависимость устойчивости синхронного режима 
от начальных условий исчезает.

Исследование режима полной синхрониза-
ции при p = 1 двух мемристивных генераторов 
показало, что при δ = 0 в инвариантном много-
образии S, как и в отдельно взятом генераторе, 
существует двумерная поверхность из зам-
кнутых периодических траекторий, которые 
несколько различаются по форме и диаметру, 
а также множества точек равновесия. Если оно 
становится асимптотически устойчивым в транс-
версальном направлении, то возникает режим 
полной синхронизации. Представление о харак-
тере аттрактора можно получить на основании 
проекций фазовых портретов (рис. 2, a–в). Он 

представляет собой множество периодических 
кривых, полученных для множества различных 
начальных значений z1(0). при фиксированных 
x1,2(0), y1,2(0) и трех значениях z2(0): z2(0) = 0.1 
(см. рис. 2, a); z2(0) = 0 (см. рис. 2, б); z2(0) =
= −0.1 (см. рис. 2, в). Серая область соответствует 
множеству замкнутых траекторий на аттракторе, 
получаемых для соответствующего множества 
начальных условий. Это множество несколько 
меняется с изменением z2(0) (см. рис. 2, a, б). Для 
фрагмента на рис. 2, в форма этого множества 
повторяет случай, приведенный на рис. 2, a, что 
связанно с симметрией аттрактора. Аттрактор 
также включает отрезки на оси OZ, образован-
ные устойчивыми равновесиями (серые линии). 
Черным цветом на рис. 2 изображена одна из 
множества возможных замкнутых кривых на по-
верхности аттрактора. Единственная замкнутая 
кривая, приведенная на рис. 2, г, соответствует 
притягивающему предельному циклу в системе 
при выбранных параметрах в случае «неидеаль-
ного» мемристора (δ = 0.1).

/a /b /c /d
Рис. 2. Проекции фазовых траекторий на притягивающем предельном множестве системы (2) при k = 0.1 и δ = 0:
а – z1(0) ϵ [−0.3:0.3], z2(0) = 0.1 (серая поверхность), z1(0) = z2(0) = 0.1 (черная кривая); б – z1(0) ϵ [−0.3:0.3], 
z2(0) = 0 (серая поверхность), z1(0) = 0.1, z2(0) = 0 (черная кривая); в – z1(0) ϵ [−0.3:0.3], z2(0) = −0.1 (серая поверхность), 
z1(0) = 0.1, z2(0) = −0.1 (черная кривая); г – проекция фазовых траекторий при  k =0.1 и δ = 0.1, z1(0) ϵ [−0.3:0.3], 

z2(0) = 0.1 (черная кривая). Другие начальные условия: x1(0) =  x2(0) = 0.001, y1(0) =  y2(0) = 0.001
Fig. 2. Projections of phase trajectories on the attracting limit set of the system (2) at k = 0.1 and δ = 0: (a) z1(0) ϵ [−0.3:0.3], 
z2(0) = 0.1 (gray surface), z1(0) = z2(0) = 0.1 (black curve); (b) z1(0) ϵ [−0.3:0.3], z2(0) = 0 (gray surface), z1(0) = 0.1, 
z2(0) = 0 (black curve); (c) z1(0) ϵ [−0.3:0.3], z2(0) = −0.1 (gray surface), z1(0) = 0.1, z2(0) = −0.1 (black curve); (d) pro-
jection of phase trajectories at k =0.1 and δ = 0.1, z1(0) ϵ [−0.3:0.3], z2(0) = 0.1 (black curve). Other initial conditions: 

x1(0) =  x2(0) = 0.001, y1(0) =  y2(0) = 0.001

Не все траектории в серой области на 
рис. 2 принадлежат строго инвариантному 
многообразию S, хотя на проекциях x1, x2 и 
y1, y2 они могут быть так близко расположены 

к биссектрисе, что отклонение от нее на глаз 
незаметно. Для регистрации режима полной 
синхронизации использовалось следующее 
условие: 

(6)

а/a
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где i – номер отсчета по времени, M – число 
отсчетов. Отклонение значений z1(t) и z2(t) при 
расчете величины D не учитывалось, поскольку в 
случае x1(t) = x2(t), y1(t) = y2(t) также выполняется 
равенство z1(t) = z2(t). 

Рассмотрим влияние начальных значений 
мемристивных переменных z1(0) и z2(0) на 
установление режима полной синхронизации 
при различных коэффициентах связи в случае 
«идеальных» мемристивных проводимостей 
(δ = 0). На рис. 3, a, б приведены диаграммы ре-
жимов при двух фиксированных значениях z2(0). 
Начальные значения всех других динамических 
переменных были выбраны одинаковыми и рав-
ными 0.001. Серым тоном выделена область, со-
ответствующая режиму полной синхронизации 
колебаний генераторов согласно критерию (6). 
В белой области возможны как несинхронные 
колебательные режимы, для которых замкнутые 
траектории не лежат в инвариантном многооб-
разии S, так и устойчивые точки равновесия. 
Можно видеть, что режим полной синхрониза-
ции колебаний имеет порог по связи, зависящий 
от начального состояния первого мемристора 
(т.е. от значения мемристивной переменной 
z1(0)). Аналогично он зависит и от начально-

го состояния второго мемристора. Пороговое 
значение коэффициента связи обращается в 
ноль только при выборе начального состояния 
в инвариантном многообразии S, что в рас-
сматриваемом случае соответствует равенству 
z1(0) = z2(0). Начальные значения мемристив-
ных переменных, при которых реализуется 
колебательный режим, ограничены (примерно 
в интервале [−0.2, 0.2]), поэтому значительной 
расстройки значений z1(0) и z2(0) задать не уда-
ется. Важно отметить, что пороговое значение 
коэффициента связи непрерывно зависит от 
начальных значений динамических перемен-
ных z1(0) и z2(0), что не может быть связано с 
«обычной» мультистабильностью и является 
следствием «идеальной» мемристивности. 
Синхронный и несинхронный колебательные 
режимы проиллюстрированы на рис 3, в, г. В 
случае полной синхронизации проекции тра-
екторий располагаются строго на биссектрисе. 
В случае несинхронных колебаний проекция 
траектории также лежит на прямой, но эта пря-
мая отклоняется от биссектрисы. Это означает, 
что траектория в установившемся режиме не 
стремится к инвариантному многообразию S и 
полная синхронизация отсутствует.

Рис. 3. Область полной синхронизации колебаний (серый тон) системы (2) при δ = 0  и  z2(0) = 0 (а) и z2(0) = 0.1 (б). 
Проекции колебаний (в, г) в случае синхронного режима при  z1(0) = z2(0) = 0.1 (светло-серая линия) и несинхронного 
режима при z1(0) = 0.15, z2(0) = 0 (темно-серая линия) при k =0.01. Черной пунктирной линией показана биссектриса 

прямого угла. Другие начальные условия: x1(0) =  x2(0) = 0.001, y1(0) = y2(0) = 0.001
Fig. 3. The region of complete synchronization of oscillations (gray tone) in the system (2) at δ = 0 and z2(0) = 0 (a), and 
z2(0) = 0.1 (b). Oscillations projections (c, d) in the case of synchronous mode at z1(0) = z2(0) = 0.1 (light gray line) and 
non-synchronous mode at z1(0) = 0.15, z2(0) = 0 (dark gray line) at k =0.01. The black dotted line shows the bisector of a 

right angle. Other initial conditions: x1(0) =  x2(0) = 0.001, y1(0) = y2(0) = 0.001

/a /b /c /d

На рис. 4 показаны диаграммы на плоскости 
начальных значений z1(0), z2(0), построенные для 
различной силы связи при δ = 0. На них черными 
точками отмечены синхронные режимы, соот-
ветствующие условию (6). Увеличение коэффи-
циента связи приводит к увеличению области 
синхронизации, что видно на рис. 4.

Отличное от нуля значение параметра δ 
ведет к разрушению поверхности равновесий. 
При этом для любого коэффициента связи k > 0 
имеет место полная синхронизация колебаний 
независимо от начальных условий. Однако время 
установления синхронного режима при малых δ 
может быть очень велико.

а/a
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Рассмотрим влияние δ на длительность 
переходного процесса ttr, приводящего к уста-
новлению полной синхронизации в соответствии 
с критерием (6). При фиксированном значении 
коэффициента связи k = 0.001 была рассчитана 
зависимость длительности переходного процесса 
от величины δ для двух начальных условий: соот-
ветствующих отсутствию полной синхронизации 
при δ = 0 и приводящих к полной синхронизации 
при любом значении δ. Результаты приведены на 
рис. 5. В первом случае длительность переход-
ного процесса стремится к бесконечности при 

Рис. 4. Область полной синхронизации колебаний (черные точки) двух идентичных генераторов при δ = 0 на плоско-
сти z1(0), z2(0) при различных значениях коэффициента связи: k = 0.01 (а); k = 0.1 (б); k = 0.3 (в); k = 0.5 (г). Другие 

начальные условия: x1(0) = x2(0) = 0.001, y1(0) = y2(0) = 0.001
Fig. 4. The region of complete synchronization of oscillations (black dots) of two identical self-oscillators for δ = 0 on the 
(z1(0), z2(0)) plane at various values of the coupling coeffi cient: k = 0.01 (a); k = 0.1 (b); k = 0.3 (c); k = 0.5 (d). Other initial 

conditions: x1(0) = x2(0) = 0.001, y1(0) = y2(0) = 0.001

/a /b /c /d

Рис. 5. Зависимость длительности переходного 
процесса ttr от параметра δ  при k = 0.001 и началь-
ных условиях: x1(0) = 0.15, x2(0) = 0.01, y1 = 0.01, 
y2 = 0.001, z1(0) = 0, z2(0) = 0.15 (линия 1); x1(0) = 0.05,
 x2(0)  = 0.01, y1 = y2 = 0.1, z1(0) = z2(0) = 0 (линия 2)
Fig. 5. Dependence of the duration of the transition 
process ttr on the parameter δ at k = 0.001 and following 
initial conditions: x1(0) = 0.15, x2(0) = 0.01, y1 = 0.01, 
y2 = 0.001, z1(0) = 0, z2(0) = 0.15 (line 1); x1(0) = 0.05,  
x2(0)  = 0.01, y1 = y2 = 0.1, z1(0) = z2(0) = 0 (line 2)

δ → 0 и выходит на некоторый постоянный уро-
вень с ростом δ. При достаточно малых значениях 
δ длительность переходного процесса может пре-
вышать любое заданное время наблюдения. Во 
втором случае длительность переходного процес-
са всегда конечна и слабо зависит от величины δ. 
Таким образом, при малом δ, когда мемристоры 
близки к «идеальным», на конечном времени 
наблюдения поведение связанных генераторов 
будет мало отличаться от поведения «идеальной» 
мемристивной системы.

3. Синхронизация частот 

мемристивных генераторов с расстройкой

Рассмотрим систему (2) при наличии малой 
частотной расстройки (p ≠ 1). Можно предпо-
ложить, что, как и в случае обычных автогене-
раторов, связанных через мемристор [27], для 
резистивно взаимодействующих мемристивных 
систем с частотной расстройкой предельное 
множество траекторий включает как периоди-
ческие, так и квазипериодические траектории, а 
реализация соответствующего режима зависит от 
начальных значений динамических переменных. 
Проведенные расчеты полностью подтвердили 
данное предположение. В зависимости от на-
чальных значений переменных z1(0), z2(0) при 
одних и тех же значениях коэффициента связи 
k и параметра частотной расстройки p наблю-
дались как периодические (синхронные), так и 
квазипериодические (несинхронные) колебания. 
Численно были построены области частотной 
синхронизации на плоскости параметров k и p 
при различных значениях z1(0), z2(0). На рис. 
6, a приведены две области синхронизации 
колебаний в системе (2) при δ = 0, полученные 

а/a
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для различных начальных значений z2(0) (при 
одинаковых начальных значениях прочих пере-
менных). Они построены для малых значений 
коэффициента связи и соответствуют синхрони-
зации через фазовый захват.

С ростом коэффициента связи наблюдается 
эффект подавления автоколебаний одного из ге-
нераторов, а область существования периодиче-
ского (синхронного) режима резко расширяется 
(на графиках не изображено). Особенностью 
мемристивной системы является зависимость 
границ частотно-фазового захвата от начальных 
условий. Это хорошо видно на рис. 6, a. Такая 

зависимость является непрерывной. Непре-
рывная зависимость границ области захвата от 
начального значения одной из мемристивных 
переменных проиллюстрирована на рис. 6, б, на 
котором приведена область синхронизации на 
плоскости значений частотной расстройки p и 
величины z1(0) при фиксированных других на-
чальных условиях и k = 0.003. Также на рис. 6, в, г 
приведены фазовые проекции, соответствующие 
синхронному режиму периодических колебаний 
и несинхронному режиму двухчастотных биений, 
наблюдающимся при одних и тех же параметрах 
системы, но разном выборе начальных условий.

 
Рис. 6. Взаимная синхронизация частот мемристивных генераторов (2) с расстройкой по частотам при δ = 0: а – 
синхронизация для различных начальных значениях мемристивных переменных при z1(0) = z2(0) = 0 (линия 1) и 
z1(0) = 0, z2(0) = 0.1 (линия 2); б – область синхронизации на плоскости значений частотной расстройки p и величины 
z1(0) при z2(0) = 0, k = 0.003. Фазовые проекции (в, г) при k = 0.003 и p = 0.993, иллюстрирующие режим частотной 

синхронизации при z1(0) = 0.11 и z2(0) = 0 (в) и биений вне области синхронизации при z1(0) = z2(0) = 0
Fig. 6. Mutual frequency synchronization of memristive self-oscillators (2) with frequency detuning at δ = 0: (a) synchroni-
zation for various initial values of memristive variables at z1(0) = z2(0) = 0 (line 1) and z1(0) = 0, z2(0) = 0.1 (line 2); (b) the 
synchronization region on the plane of the frequency detuning p and z1(0) at z2(0) = 0, k = 0.003. Phase projections (c, d) at 
k = 0.003 and p = 0.993 illustrating the frequency synchronization mode at z1(0) = 0.11 and z2(0) = 0 (c) and beats outside 

the synchronization region at z1(0) = z2(0) = 0

а/a б/b в/c г/d

Заключение

Проведенное численное моделирование 
динамики резистивно-связанных мемристивных 
генераторов показало, что рассматриваемые 
мемристивные системы демонстрируют как эф-
фект полной синхронизации (при полной иден-
тичности парциальных систем), так и эффект 
синхронизации частот колебаний (при наличии 
частотной расстройки). То есть мемристивным 
генераторам присуще фундаментальное явле-
ние синхронизации, что позволяет отнести их 
к классу автоколебательных систем. В то же 
время, для идеальных мемристивных систем 
(при δ = 0) эффекты синхронизации имеют свои 
особенности. Ранее в работе [27] была описана 
особенность синхронизации генераторов ван дер 
Поля, взаимодействующих через мемристивную 

проводимость. В такой мемристивной системе 
также образуется многообразие равновесий и 
эффект синхронизации характеризуется непре-
рывной зависимостью границы частотно-фа-
зового захвата от начальных условий. Однако, 
поскольку динамика парциального генератора не 
имеет мемристивных свойств и характеризуется 
существованием устойчивого предельного цикла, 
в случае идентичных парциальных в режиме пол-
ной синхронизации слагаемое связи обращается 
в ноль и система демонстрирует поведение, ана-
логичное поведению парциального генератора. 
То есть в случае полной синхронизации мем-
ристивный характер взаимодействия в данном 
случае не проявляется. При взаимодействии 
мемристивных генераторов чувствительность к 
начальным условиям проявляется уже при вза-
имодействии идентичных систем. Это связано 
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с наличием уже у самой парциальной системы 
многообразия равновесий и сложного устройства 
притягивающего множества. В парциальном 
генераторе режим периодических колебаний 
связан не с предельным циклом (изолированной 
замкнутой кривой), а с плотным множеством 
замкнутых кривых, имеющих разные амплитуды 
[20–22]. В этом случае полная синхронизация 
колебаний характеризуется наличием порога по 
связи, величина которого непрерывно зависит от 
начальных условий, в частности от начальных 
значений переменных, задающих состояния 
мемристивных элементов. Меняя эти значения, 
можно наблюдать или не наблюдать режим пол-
ной синхронизации.

При введении частотной расстройки мем-
ристивных генераторов и вариации параметра 
связи имеет место классический эффект частот-
но-фазового захвата. В этом случае свойства 
рассматриваемой системы двух мемристивных 
генераторов, взаимодействующих через обыч-
ную проводимость, аналогичны свойствам 
«обычных» периодических генераторов, взаи-
модействующих через «идеальный» мемристор 
[27]. При постоянном значении коэффициента 
связи имеет место непрерывная зависимость 
границ области синхронизации частот от началь-
ных условий. Таким образом, влияние начальных 
условий на эффекты синхронизации можно рас-
сматривать как общее свойство мемристивных 
систем.

Все сказанное выше касается «идеальных» 
мемристивных систем, для которых мемри-
стивные элементы «помнят» свое исходное 
состояние бесконечно долго. Однако реальные 
мемристивные элементы не могут в строгом 
смысле обладать таким свойством. В настоящей 
работе рассмотрено влияние конечной памяти 
мемристивных элементов на примере эффекта 
полной синхронизации мемристивных генера-
торов. Было показано, что введение параметра 
δ, характеризующего скорость «забывания» 
мемристорами своего исходного состояния, при-
водит к исчезновению зависимости характера 
установившегося режима от начальных условий. 
В режиме периодических колебаний полная 
синхронизации наблюдается при любой силе 
связи парциальных генераторов и при любых 
начальных условиях. Однако время установления 
стационарных синхронных колебаний зависит 
не только от значения параметра δ и силы связи, 
но также и от начальных условий. При близости 
мемристивных элементов к «идеальным» (малое 

δ) и соответствующем выборе начальных усло-
вий время установления синхронного режима 
может быть очень большим. При ограниченном 
времени наблюдения система ведет себя как мем-
ристивная, демонстрируя ту же чувствительность 
наблюдаемого поведения к начальным условиям.
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Background and Objectives: Dynamical systems containing 
memristive elements, i.e. elements with “memory”, represent a 
special class of dynamical systems that can be named memristive 
systems. In memristive systems, the synchronization of oscil-
lations has some features. However, a complete description of 
these features is still lacking. For the most part, this concerns the 
synchronization of memristive self-oscillators, both identical and 
with frequency detuning. In this paper, we study two resistively 
coupled self-oscillators containing memristive conductivities. We 
consider both the complete synchronization of identical self-
oscillators and the frequency synchronization of self-oscillators with 
detuning. The features of synchronization effects associated with 
the memristive nature of partial systems are revealed. The influence 
of “non-ideality” of memristive elements and the duration of the 
establishment processes in this case are analyzed. Materials and 

Methods: Using numerical integration methods for various param-
eter values, approximate solutions of a system of ordinary differential 
equations that describe the dynamics of two coupled memristive 
self-oscillators are obtained. Projections of phase trajectories are 
plotted on various planes, as well as regions of synchronization of 

oscillations of the system under study. Results: It is shown that the 
memristive systems under consideration demonstrate both the effect 
of complete synchronization (with full identity of partial systems) and 
the effect of frequency synchronization (in the presence of frequency 
detuning). The complete synchronization of oscillations is character-
ized by the presence of a threshold for the coupling, the value of 
which continuously depends on the initial conditions, in particular, 
on the initial values   of variables that specify the states of memristive 
elements. With a constant value of the coupling coefficient, there 
is a continuous dependence of the boundaries of the frequency 
synchronization region on the initial conditions. The introduction 
of a parameter characterizing the rate of memristors “forgetting” 
their initial state (“non-ideality”) leads to the disappearance of the 
dependence of the type of the steady state on the initial conditions. 
Conclusion: The fundamental phenomenon of synchronization is 
inherent in memristive self-oscillators, which allows them to be at-
tributed to the class of self-oscillating systems. The influence of the 
initial conditions on the effects of synchronization can be considered 
as a general property of “ideal” memristive systems.
Keywords: memristor, memristive systems, synchronization, 
self-oscillations.
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